第 七 章 ”插值 法 


在 生产 或 科研 中 ,有 时 需要 根据 孙 数 f(z) 在 某 些 已 知 点 的 值 
X EJ A RF GO MOS /(z) 的 近似 表达 式 . E RACER IR 
的 最 小 二 乘法 是 解决 这 类 问题 的 一 种 方法 , 本 章 将 介绍 解决 这 类 
问题 的 另 一 种 方法 -一 插值 法 . 插值 法 与 最 小 :二 乘法 的 区 别 在 于 
插值 法 要 求 构造 出 来 的 函数 PCz) 在 已 知 点 与 函数 /Cr) 有 相 人 靠 的 
函数 值 ,或 者 还 要 求 有 相等 的 导数 值 


$7.1 Lagrange fifi 


一 ,插值 问题 
BOB y FGOdEIX[BlLa 6] E — SPERARE usen ns 
x, Ab PS esu Atc ft 
y = fi, i= 0, l,a, 
而 fz) 的 解析 表达 式 是 未 知 的 . 例如 ,只 是 通过 实验 测 得 上 述 诸 
点 的 函数 值 , 构造 一 个 沙 数 (Cz) 作为 f(z) 的 近似 表达 式 , 并 电 求 


Flr) = Ys 7 0 ,Hn. (7.1) 
有 时 jx) 的 解析 表达 式 虽然 是 己 知 的 ,但 由 于 较为 复杂 而 不 便于 


直接 使 用 ,也 需要 构造 一 个 较 简 单 的 沙 数 (zx) 作为 FG BRE 
表达 式 ,并 要 求 其 满足 (7.1) 式 . 这 类 问题 称 为 插值 问题 ,f(x) 称 
HRED. Fi) 称 EE Yi: E [a EE 为 插值 区 间 ,z% > Xt 
ter, 称 为 播 值 节点 或 简称 为 节点 ,(7. 1) 式 称 为 播 值 条 件 . 
HIRE R F Go m (LIC PER TELIR EF G ,得 近似 等 式 
fG) æ Fle), x € Lad] 
此 式 称 为 插值 公式 . 涡 差 


R(x) = fr) c Fix) 
FAIRER K RGz) 的 余 项 或 截断 误差 

以 后 几 癌 将 看 到 ,插值 函数 (x) 是 对 函数 Go ef 
值 计算 (例如 , 求 导数 , 求 积 分 , 解 微分 方程 等 ) 的 有 力 工 其 . 

如 果 杰 求 插值 函数 F(z) 是 多 项 式 函数 , 则 称 播 值 问题 是 代数 
插值 问题 , 我 们 将 主要 考虑 代数 插值 问题 , 显然 满足 (7. 1) 的 多 项 
式 有 无 限 多 个 . 

定理 7.1 存在 唯一 的 pE P, La bli EMERE. 1), 即 满 
E ' 

PELD = y, i20,,-,n. (7.2) 

证 明 i 

BO = a Ha H ee H a (7.3) 
代入 条 件 (7. 248 
f 十 GZzo + oe H aT = yv 


ag 十 ati 二 十 GoXT y 


y 十 dux. — dax — y. 
这 是 关于 aca) ira, 的 线性 方程 组 ,其 系数 行列 式 
h Xy TE A 
I] zi xi v mn 


Valtos Tist E) 一 ger 


f YN" ELE e 
为 Vandermonde 行列 式 . 利用 行列 式 的 性 质 可 求 得 

V.Gro satu) 一 a (x: == as 
由 于 当 14; 8p anA MAERA E NEUE E. 因此 ， 
V.Go si (4,2350, 方程 组 (7， 4) 存 在 唯一 解 igast’ sans E[l 可 
以 瞧 一 购 确 定 一 组 系数 ,使 所 得 的 多 项 式 (7. 3) 满 总 条 件 (7. 2). 
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uE S. 
RREH T? Æ Plab PI EE -09 d HEX p COM IE fü 
ERIO. 20 IZA n CBE DG Ls LER OU $i f S RS. 因 
此 ,无 论 用 什么 方法 求 出 的 满足 插值 条 件 (7. 20 Bo di (8C A00 SX e US 
无 论 所 求 出 的 插值 多 项 式 的 表达 形式 如 何 ,它们 部 是 同一 个 多 项 
式 ， 
现在 ,插值 问题 的 关键 是 如 何其 体 求 出 插值 多 项 式 , 求 插 信和 多 
项 式 的 方法 称 为 插值 法 , 值得 指出 的 证, 解 方程 组 (7. 1), 求 出 播 值 
多 项 式 的 系数 来 确定 插值 多 项 式 ,…- 般 计算 是 较 大 ,有 时 还 会 对 精 
度 有 严重 影响 ,因而 是 不 可 取 的 . 


= Lagrange 插值 多 项 式 
AM 
v 
La)— 9j Lays (7.5) 
k=0 
其 中 以 Cz) 是 满足 条 件 
1 M PL 
Pan 
ice M zu 


的 4 次 多 项 式 ,二 0,1,…,n. 显然 ,由 (7. 5) 表 示 的 多 项 式 L E 
P,[a.5]. Jf ELW JE 18 (CAR PF C7. 10. 由 于 nena Ty 
是 Blz) 的 x 个 零点 ,所 以 

UEDA IT (一 ). 
XB LG) —1 nf n 


A — 1/ ll Gy, — 2). 
6-0 


€ 
因此 
4G) = TT 二 一 k= 0. lr sn (7. 6) 
i-6 AUR E 
ik 


代入 (7. 5) 得 
LG) = | Iri ms = y " (C. 7) 


£—0 一 性 
pe 


形 如 (7.7) 的 插值 多 项 式 称 为 Lagrange 插值 和 多项式. 由 (7.6) 式 所 
ERE nH A n KERET hir) (O — 0.1. HF x. 
Zitta 为 方 点 的 Lagrange jA (A J&ER 3E. Lagrange 清 值 多 项 起 
是 基 函 数 的 线性 组 合 , 这 种 构造 插值 多 项 式 的 方法 称 为 基 范 数 法 . 
设 

Gua Cr) = Ii Cr — zi), 
则 

OR ETD) = re — £X). 
FJÉ.Lagrange 插值 多 项 式 义 可 写成 

La) -— > UEM UT EE ye (7.8) 


(r e "T A 


345 n=1 时 ,由 (7.7) 式 得 


即 


LG) Ep (i3 


这 是 一 个 线性 函数 ,通常 称 为 A(x) 的 线性 插值 函数 ,相应 的 插值 
法 称 为 线性 插值 . 用 Lo Cx) 近似 代 赫 f(x), 在 几何 上 是 用 通过 其 
: 点 Cr, ,yo) 5j Ga y .1 ) 的 直线 y= L, 《7) 近 似 代替 曲线 y= / (xr) ,如 
图 7-1 Bron. 

(0 "4 a—2 BEC. DRE A(z) 的 二 次 插值 函数 


Gomara) (Fz)(z a) 
(xo 21) Gto E x)?’ Ti 一 To) CL, — xm. 


L, Cx) 一 y^ 


qc M. El yy 


(EF — to) Gro— x, 


Bb - 图 7-2 

用 LIC EVE Ax), 在 几何 上 就 是 用 通过 点 (xo, yo. 
Crs y D FU Cr yo AIHE S y LyGOOR WMR E E v Go. 
图 7-2 所 示 . EE DC (6 SER Ay cg £3 (E 

三 、 播 值 余 项 的 表达 式 

定理 7.2 BSEC [asb] S0 O OHE b) AFFE La Cr) h 
了 (7) 在 节点 anion ett xs ADEI n KIRE AR, WHER Ela, 
5 ) dé (B 0 293 A 


R C) = D MÁS IT (Gr — c). (7.9) 
Hp EE (GUB IAGRRT. z. 
证 明 4r EARO. DRRR. 下 面 假 设 > Elab] 
了 的 任 一 非 节 点 .由 十 在 节点 式 bI 


R, x) = flap — LG) 2:0, 40,1, 
故 可 设 | 
Ra) = K [| 6 - x». (7. 10) 
0 


EELEE | 
gU) = fi» -- LG) — Klr) D. 


HB 
e, CL) = IE (t — xj). 
PERH oO E 
gor) 一 ro) — gir) cid d gir, = o, B] 
gG)E[a ,的 上 有 nor 2 7 LE 2E ER. AMH Rolle 定理 可 知 ， 


至 少 存在 一 点 上 E (ab 使 得 q"(0)—0,W] 
feq — Lemon» — Kirjon (E) = o. 
T LETO G) = 0 o = Ge. 因此 ,由 上 式 得 
KoD = fP a 1. 

代入 (7, 1038 BE£8 DA. 证 毕 . 

由 于 定理 7. 2 中 的 5E€ (a,5) 很 难 具 体 确 定 . 因此 用 (7. 9) 式 
蕊 就 很 难 计 算出 误差 R). 对 某 些 函数 Lx) ,如 果 在 [a,b] 上 有 
|f EN (x) IS Mua ; 则 d eS A 


M, 
IR.CoO x G4 pp nb 


由 插值 余 项 的 表达 式 (7. DAUER lonn GO [RE LR GOD LET 
一 个 因子 ,因而 越 小 越 好 . 当 插 值 多 项 式 的 次 数 n 确定 后 ,对 于 给 
定 的 xs dei GO | 的 大 小 就 取决 于 十 1 个 插值 节点 的 选取 . 为 了 
使 |w;1Cx)| 尽 可 能 小 一 些 , 这 十 1 个 插值 节点 的 选取 原则 是 ;使 
+z 尽 可 能 位 于 区 间 I. 的 中 部 ,此 处 了 是 包含 x 以 及 这 十 1 个 节 
点 的 最 小 闭 区 间 . 

例 7.1 已 知 函数 y=inz 的 数值 如 下 表 . 


z 3.0 3.1 3.2 3.3 3.4 
y 1. 098612 | 1. 131402 | 1. 163151 | 1. 193922 | 1. 223775 
HARE E M R (7r atA 1n3. 27 的 近似 值 , 并 估计 它们 
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的 误 菱 . 
解 ” 根 据 插值 节点 的 读 取 原则 ,用 线性 插值 近似 计算 ln3. 27 
时 , 取 节 点 To = 3. 2, Xi = 一 3. 3. 于 是 得 到 线性 插值 函数 


Lx) = TEE X 1.163151 十 i Ed 5 x 1.193922 


= 0, 307710z + 0. 178479. 
因此 
ln3. 27 ^ L, (3. 27) = 1. 184691. 

用 抛物 线 插值 近似 计算 1n3. 27 时 , 取 节 点 为 二 3.2， mc 
3.3, 2,—3.4. 于 是 得 到 二 次 插值 函数 l 
L,Gr) — — 0. 045900z* + 0. 6060607 ~ 0. 306225. 

因此 
In3. 27 =œ L,(O3. 27) = 1. 184787. 
设 GO-Inx Jit 


F=, Fas < 


l. f" m7. 


在 区 间 [3.2,3.3 E .1/" G2 <z zi 因此 ,用 线性 捅 值 计算 
ln3. 27 时 的 误差 


[R,C3. 27) | S 


X ERIT 27 一 3. 20)(3,27 — 3,3011 


— 0.000103. 
在 区 间 [3. 2.3. 4] E, L/" GO Lc .因此 ,用 抛物 线 插值 计算 
In3. 27 时 的 误差 
| (3. Db za | (3. 22 —3. 200 (3. 27 — 3. 30) (3. 27 一 3. 40) | 
— 0. 000009. 


由 此 可 见 ,抛物 线 插 值 的 精确 度 较 高 . 
*rf/€P.[a.5]. B C. DAETA, R Gro9m0, AE f(r) 的 wn 次 


dá (f A n AER /xz) 本 身 , 特别 地 RE GO m1, HU E CT. 70 X 
得 人 到 Lagrange IRAK -个 重要 性 质 
Dy 


办 -一 已 


$7.2. Newton 插值 


前 节 介 绍 的 Lagrange 插值 多 项 式 ,其 形式 具有 对 称 性 , 便 
bisous ls iru iud dicis h pm n 


"m 另 -种 形式 的 插 人 多项式 POA DE PEE "m 
AREE AREN ER RRI de TE C5 Aie E BER DR - 些 项 ， 
这 将 为 实际 应 用 带 来 方便 . 在 构造 此 种 搬 值 多 项 式 之 前 , 先 介绍 ; 
商 概念 及 有 关 人 性质 . 

一 , 差 商 的 定义 及 其 性 质 

定义 7.1 WD ENACOESER: TTE os Stt T, f fe 4 59] 
A fof Gi ov if Gu. id 

着 
Ws .AFLziz JÄ FGz) 关 于 节点 zou xe ia 
rrlyzi 2] 一 flr; UE suo 


f Lz; vp e a —— o —————————ceee 
"ia ; 


并 称 为 了 A(z) 甘于 节点 Aun ,xi 的 一 阶 莽 商 ， 一 般 地 , 称 


Lx, 2i ysttt KE) 


Xp dj 


zm Ja Zij" Tira] um f xoruas* | J 
Lie T T; 


为 Fr) 关于 节点 ttait enu k AR. 特别 地 ,fCzi) 称 为 
fx) 关于 节点 n ge Ero OOo fL]. 差 商 又 称 为 均 差 ， 
定理 7.3 差 商 具有 如 下 基本 性 上 质 : 
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C1) 大 Cr) 的 k Ejr 25 gg fFDxsxnsccmndH XN f Ga. 
FG Due FOGOBIZEFEZH A 


s ftx,) 
M" "NS use ^, 
PIE Uc zu] 2; c. Cri) ? 


其 中 
wr) = Jf z). 


(2) 差 商 与 其 所 含 节 点 的 排列 钦 序 无 关 , 即 对 任意 m 与 x， 
Gs DEUS 
f Lxos*** exi a Tr Tt yi T2 
= f kortt Ery Xj Eipri Ejo Tis Eja aTa]. 
(3) f[xo,zi s*y Ers Tm | 
Ix $E y" Zi] Tn ] — f Lt Tl X41 4x] 
XR 
(0 如 果 f(x) 是 n 次 多 项 式 , 则 其 Eras dg Fen $UTHER- s 
z].24 &xn Eq x B n— E KEWER, 4 R29 n 时 对 ~- 切 x 恒 等 于 
证 明 性 质 (1) 可 用 数学 归纳 法 证 明 ( 留 给 痰 者 ). 性 质 (2) 是 
性 质 (1) 的 直接 推论 . 由 性 质 (2) 及 差 高 定义 得 


ES Ti’ RE PE A = HE7 To. Te xs 


n fixe Tr Em] — fLUrezotrmoxesrl 
二 
S7 T 


性 质 (3) 得 证 . 性 质 (4) 可 用 数学 归纳 法 和 性 质 (3) 证 明 ( 留 给 读 
者 ). 

二 ,Newton 插值 公式 

由 差 商 的 性 质 (3) 有 

Fea) = fla) Hir zo) ALzo ll， 

FLxosxl9f5xosxidd- G— 2x0 Fam er]: 

Ff Dxo cix] FUxesziszold- G— x fes ai xa x]. 


JY assays ta ed ayer ads 
TG —au:ne nx]. 
于 是 
f x)= f Crd ~ Cx Oo ro xs 
+ tr- 6r — 252 Eost r] 
4 e Gr — TT Lai) SUEZ stt Ta] 
d-Gr— orale — cr xf UEa rat], 
id 
Yi f Gu H €r — mf Lors 
十 (x XO — xr] 
eT OT ~ TT Tro Ti") 
(7. 11) 
Ele) (x — x4) €x — xi) Cr — xf os Tyr, is (7.12) 
则 
fG) = N,G) + E.G). 
Ab N, Cx) e zc PRLCBCTGEDSE n 的 多 项 式 , 且 满足 
N,G) = f GO, i= 0,1,-5.. 
HPE BS ES 性 ,Ntzi) 是 满足 插值 条 件 (7. DE n Ida 
多 项 式 , 称 之 为 Newton 插值 多 项 式 . C7. 11) 式 称 为 Newton 插值 
公式 .1 二 1 个 多 项 式 
heras) eCa t) CT Li) eta (r — zo) lr r de (T Ea) 
祥 为 局 sx ,Xs 为 节点 的 Newton 插值 基 国 数 . Newton 插值 
SOWAS N, r)i Newton TELE SEES TE AX TER 6. 
HTC. 1) 的 Newton 插值 多 项 式 N, CIO Lagrange t 
值 考 项 式 7,(x) 是 异 等 的 ,因此 它们 的 余 项 5.(z) 与 R.(z) 也 是 恒 
竺 的 , POR] HE CT. 9 XI CT. 12) 式 得 到 
10 


JLE) 
7 assists enc] (n + Dr’ 


HH £€ (esb). 白 此 得 到 辩 商 与 导数 之 间 的 关系 为 
[roszis 9 "ois P (7.13) 


HH EE la,h). 

dB c. IDTE, UT SE Newton 揪 值 多 项 式 N, QO, NT 
计算 在 节点 zoyzriy…yzr, ARH ARI Slesar] Si torista] 
JF Ezos215*** oz]. 按照 差 商 的 定义 ,计算 fr Pen ,tb 需要 
两 个 较 低 阶 差 商 FE zzz， js ;Tt 与 ETE EE sk 1j 之 值 . 而 要 
计算 这 两 个 一 1 阶 差 尚 ,又 需要 三 个 & 一 2 阶 差 商 /[ mene 
za f Lose xe JA Desi nes) BC WAARA E 
需要 FO FG t FOcOBA fü 3T TTE SEIERE OT PU AU. P 
[E 


fixe E 
FUnnl Ff Uxoszi iz] 


FLx ,re rr fz ?过 | T TENI 


试用 二 次 Newton 播 值 多 项 式 计算 FO. DA SG. DWE M 
11 


内 次 Newton 插值 多 项 式 计 算 fA(4. 8) 的 近似 值 . 


根据 . 护 和 节 讨论 的 播 值 节点 选取 原则 ,用 二 次 Newton 插值 多 
项 式 计 算 六 1.5) 时 , 取 节 点 ze 一 1vzrt 一 2 和 -一 4. 二 次 Newton 
插值 多 项 式 汶 

Na 《7 ) 一 f(re) 十 frs sr Kr — fg) 


十 fxo x rs lr — zo (r — z) 


= 2r — D +r 一 D(z 一 2). 

于 是 
(1.5) œ NaCl. 5) = 0. 916667. 
为 计算 SG. BD ËR x, —4.2 5.22 5 6 为 节点 ,得 到 二 次 
Newton mE & Jj x^, 
NaC = f) + fro 1G. — 7) 
十 FLzroziyzo](zr 一 (zz 一 工 ) 
二 8 十 4(7 一 4 十 (x 一 4)(z 一 5). 


d sce 5 
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f(5. 8) 2 Na. 8) = 16. 64. 
用 四 次 Newton 插值 多 项 式 计 算 / (4. 0 RC XE r0 —2. 2; — 
4,r,755,2,— 6.x,7— 8 为 节点 ,得 到 四 次 Newton diffi 4 JUL 5k 
Na) = fu) + flrs Tix n) 
cTof[xexoxilOr— xo) 
+ fro stirt] lr — rlr — x) — r) 


十 Florries Jr — rie — ri) —x) 


x: Cr 一 Xi) 
24-3 — 224 Lea 2) — 4) 
+ Ele — 2) læ — 4Cr -- 5) 


5 iG — 20x — 4) lr — 5) (zx — 6). 


因此 . 
F. 8) 2 N,(A. 8) = 11. 0272. 
三 .差分 的 定义 及 其 性 质 
用 差 商 表示 的 Newton 播 值 多 项 式 , 其 节点 可 以 是 不 等 距 的 . 
如 果 节 点 是 等 距 分 布 时 ,各 阶 差 商 可 以 改写 为 用 差分 表示 ,此 时 插 
值 多 项 式 将 大 为 简化 . 在 这 里 ,首先 介绍 差分 概念 . 
定义 7.2 设 有 等 距 节 点 
Z= HER, 类 一 0 1 ， 
其 中 及 是 非 负 常数 , 称 为 步 长 . 记 
fi FG fi m y. 0 ls, 
e 
Af, — faa 
V fr =fr frais 
8 f,— f, icd d. 
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Afi V f. 8 8f. 5r BEER S E ax 的 一 阶 向 前 差分 .一 阶 向 后 差分 
和 一 阶 中 心 差分 . A,V 和 6 称 为 {向 前 ,向 后 和 中 心 ) 差 分 算 于 .由 
EE aT DAR AL x. Y. m. 阶 向 前 .向 后 和 中 心 佐 分 分 别 为 
Afi ATTI ua AT 
Vv"fi= Wee oes 
"fy == D fg — 90m 
A xg E fr x8 4 A 
Afa = Vf mf, f, 
例 7.3 根据 定义 
Af, = A(Af = Afni — Afi faa — 2f fs 
A fr = A fuu — MfÁ fus — Mist M. — f» 
Vifi= VVF = YYfi~ feus h = f fa 
Vf, = NV* f, Vf m Sa — fed ues — Sri 
& f, = EOS = ffit — Ofat 5 fui —2fh fa 
Dfa = fist — E Sal = Sih o 3Sial t 3fe 4 — fe.3. 
以 下 两 个 定理 都 可 用 归纳 法 加 以 证 明 ,在 此 从 略 . 
定理 7.4 各 阶 差 分 与 函数 值 有 如 下 关系 : 


Anf, = D YO nikio 
i—0 

VA = »C IU EL 
iQ 


ó7 f, a > ) (一 DC. auis 
i=0 
3387.5 ”差分 与 差 商 有 如 下 关系 ， 
A"f, =m! h” flx: gk+1 9” Zial» (7. 14) 
V^f,-mlh"f[xi-ss2i- aii tel, (7.15) 
amr uel (2m-- 1) 1 M" *! f[ x1 xu ivt tX lo 
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gf -—i my, E m sib ctt dace 
由 定理 7. 4 订 得 向 后 差分 与 向 前 差分 有 如 下 关系 : 
V^'f,-—N f, n- 
由 (7. 13) 式 和 定理 7.5 可 得 差分 种 导数 的 关系 为 
A™ f=h"f E), ECOnim: 
fa =h fO E), &€Qi. m). 
由 (7.14) 式 和 差 商 的 性 质 (4) 可 得 如 下 结论 . 
定理 7.6 Ub ÁGOdE n X AEG FOOTER RR m ET 
差分 A" f.34 main 时 是 一 m RERNA, mon NDA. 
四 、 等 距 节点 的 Newton 插值 公式 
设 插值 节点 是 等 中 节点 
L, = Xy Hkh, ££ —0,.,1,-:,n. 
利用 Newton 插值 多 项 式 (7, 11) 及 公式 (7, 140 8 


2 
N&D m f, ze 一 z) 十 xm — T) c uu) 
A f, 
+ … 十 a a 一 ro lr — a)r — 34). 


4 mcg 00,48 A E WA 
N(xe 十 th) 二 fs 十 (Aj. 十 A D af. 


pea RELBTE UU eg, 


此 式 称 为 Newton 向 前 播 值 公式 . AAC 122 0 C7. 140 3X 48 8 Hif 
(E S 
Rx, + EA) = 
ABI€OGgx). 
如 果 将 节点 重新 排列 为 


< 1 gmet 33T] ao , 


(7. 16) 


tit — ]0—n» 


(n 十 D AUURQWtE. BY. (7. 17) 


此 时 Newton 插值 多 项 式 (7.11) 成 为 
N,Ge) = fG.) (rz) 
站 
F ee p er o ox) oc Menon). 
A aoa tth tO ARA ER IEA CZ. 15) 式 得 


N, Gr, + th)= f, HEN fn +D JA 


iple GERD b 


"oce —WVtha (7.18) 


此 式 称 为 Newton 向 后 插值 公式 ， "m 为 


RG, go - CEDE a a 


QT DI 
HEP FE Gr). 
一 般 地 , 当 需 要 捅 值 的 点 工 在 xo 点 附近 时 ,利用 Newton 向 
前 播 值 公式 (7. 160 : 当 需 要 插值 的 点 z 在 zs. 点 附近 时 ,利用 New- 
ton 向 后 盾 值 公式 47. 18). 
HRE A G= len) 出 发 计算 各 内 误 分 十 分 简单 ， 
仅 包 含 减 法 运算 ,可 按 下 才 构 造 差分 表 . 


AQ) AGO) AV» 


ARCV f) 
Af IOVI f ' 


ASil VY fa) Afal F fA) d 
A fiU Tf Afl FtS 

Afai 7 Ja) ACT Sa) 
DST f.) : 

AfACV fi) A : LÀ 


例 7.4 已 知 f Go-cosx 的 函数 值 如 下 表 . 用 四 次 Newton 
揪 信 多项式 求 cos0. 048 及 cos0. 575 的 近似值 ,并 估计 误差 . 
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A f, 


一 0. 00500 
--0. 01493 0. 00013 
— 0. 02473 0. 00025 
--0. 03428 0. 00035 
— 0. 04348 0. 00044 
一 0. 05224 


0. 00012 
0, 00010 
0. 00009 


9 
1 
2 
3 
4 
5 
6 


用 Newton 向 前 揪 值 公式 计算 cos0. 048 . 此 时 天 一 0. 1,2— 
0. 48. 因此 
cos0. 0482» N,€C0. 048) 
= 1. 00000 十 0. 48C— 0. 00500) 
0. 48(0. 48 — 1) 


十 (— 0. 00993) 

Q9 $80.48 Z 10.48 0, 00013 

ra 0. 480.48 — 19-38 — 29.48 — D 00012 
= 0. 99884. 


BL PCr) —sinz. HLA TLF Cr) | 0. 56465. H7. 170 3&4 i 
差 估 计 
|R,C0. 048) | 
< tio. 48C0. 48 一 1) 


(0. 48 — 2240.48 — 3240.48 — 451 X 0. 56465 
17 


= 0.16 X 10^*, 
用 Newton 向 后 插值 公式 计算 cos0. 575. JE BEA —0. 1 一 
一 0. 25. 因 此 
cosQ. 5752» N,C0. 575) 
= 0. 82534 十 【一 0. 25)€— 0. 05224) 
— 0. 25(1 — 0. 25) 


a z (— 0. 00876) 
十 二 0.25(1 一 25202 — 0: 2520. 00044 
a EO BC 0. 2g — 9. 25)(3 — 0, 25) 00009 
= 0. 83919. 
由 《7. 19) 式 得 误差 估计 
| R,CO. 5752] 


415 
«SEL 0.25)(1 —0.252(2 — 0.25) 


(3 — 0.252(4 — 0. 25)| X 0.56455 
一 0.16 X 19 5, 


$7.3 Hermite 插值 与 分 段 播 值 


— Hermite 播 值 
在 实践 中 ,有 些 问 题 不 但 要 求 插值 函数 ACPE-E E AUR Ej 
f(T) 在 节点 x, 上 的 函数 值 相 等 ,而 且 还 要 求 直 到 m 阶 的 导数 值 
也 相等 , 即 要 求 p GO E 
GO = fGO, p'G = S ea), 
pT) = [PCr k= 0.1, 77, 
其 中 mom o'sm, 是 非 负 整 数 . 这 种 插值 问题 称 为 Hermite 插值 
问题 , 满足 这 种 要 求 的 插值 多 项 式 称 为 Hermite 插值 多 项 式 . 
18 


作为 一 种 具体 的 情况 , 设 已 知 
fx) = y FID = ya k= 0,l,,n. 

要 求 构造 Hermite 插值 多 项 式 Hansi E Pila sb], W E RI 

Hanila) S= yrs Hinila) =y a &-—0,1.*,m. (7. 20) 
从 几何 上 看 , 即 要 求 函 数 Hua C25 SOE n1 个 节点 处 相 
切 . 

在 本 节 , 我 们 不 去 讨论 Hermite 持 值 的 … 般 情形 ,而 只 讨论 满 
足 (7. 20) 的 插值 多 项 式 EL, GO E E TE Y E HE BS EHE 
R. 

定理 7.7 满足 插值 条 件 (7. 200 0 Hermite 插值 多 项 式 
如 sn+1《7) 唯 一 地 存在 ,是 


H npl) E 2; € Aq xilCy, Am 22, mm z) ico, 
m 
(7.21) 
TUB LGOd Lagrange 插 擂 基 函 数 . BI 
5G) 一 [| E, k= oleen, 
E 
证 明 作 多 项 式 
Hasil) = 2, Gy, + EGO , (7. 22) 
下 一 人 


其 中 a, GO. ABCz) 都 是 待定 函数 . 为 了 使 Ius GO Wi lE BA p 
《7. 200 ,只 需要 求 au Bu COO EIE FLA (E 

(1) e, GRE Bi CERA 2n 十 1 次 多 项 式 ， 

1 %4 j=k 

(2) «Go yw jk , 

Aiz) = 0; 
(3) ar (x) —0, 

19 


ames 


] 4 jk 


EC NUTS 
其 中 j,k 二 0,1,…,n. 为 此 , 设 
alr) = lat + 5) GO, (7.23) 
B,Cx) = Cex + d lile) (7. 24) 
-其 中 abico d. 是 待定 常数 , 因为 
] 当 了 一 用 
LG) = 0 jAk " (7. 25) 


所 以 由 (7. 23) 和 (7.24) 式 给 出 的 n CO EIL B C2 I IER EC H 
当 7 时 它们 满足 条 件 (2) 和 条 件 (3). 现在 , 令 a GOXRI GO 38 
jk bg RA CECI GO ,并 利用 (7. 25) 式 得 

ayx, ta = l, 

€,z, + d, = 0, 

a, + Zlazi + bi C) = 0, 

€x F 2c + di M! Ge) = 1. 


出 此 解 得 
d, =— 2l! (xa), 六 一 1 十 2xzk D, 
€x — l, z — uq. 
注意 到 
Wr = 了 E 
PAA 
于 是 得 到 


Q(T) = (1 eure) > —— uo. 
D 
Blr) = G — x). 
代入 (7.22) 式 得 到 (7. 21) 式 , 如 此 构造 的 Hus GJ E 8 
件 (7.20) 的 次 数 不 超过 2n 十 1 的 多 项 式 , 这 也 就 证 明了 存在 性 . 
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P BLUE BHREE— PE. VEU Qua € PantiLa b I E dófe AR CT. 

200 , 则 每 个 节点 x; 都 是 
qr) 一 Hmla) — QuaGr) 
的 二 重 零 点 .于 是 gE PoniiLa,b | 至 少 有 2n 2 TE n COL dS CE 
虚数 ), 从 而 
glr) = 0, 
即 有 
Qn (XT) = Hmp r). 证 毕 . 

定理 7.7 证 明 中 的 EAE wz 和 BG (8— 0. 1n n ERA 
于 插值 条 件 (?. 200 Ay fi (E (81 Bi d SE eR X. Hermite 插 信 多 项 式 
Hoan OEE IRERE. 

TREE, n=1 时 ， 


AE TIENE i2 
a G)- [1 2 二 E = + 
To 0 Ti, a — Tl 
r d i 
A ee [I 
i Fe Ret Xa — Xj 
Pp s des dd, 
Kaya Ac o[z pc; 
i SCR m n 


nE 
To fil 


Cz) = (z — x)| 


£) x! i 
由 必得 到 三 次 Hermite 插值 多 项 式 
eli nts rr 
H, (a) = | 2. zi zr] 


r—m.ilmr—mi* 

t[1-2 £23 E—ÁÀEJ y 

l Ki — Aol TIS Tpi 

n e x1? 

+ Cr — zo)| -| y. 
(Xe 77 F): 
JPG-—q.it 

a al ya (7. 26) 
(XQ 07 To: 


利 所 定理 7. 2 的 证 明 方 法 可 证 明 下 面 的 结论 . 
定理 7.8 (SORAK ab] EEEE 2n 十 1 阶 连 
£k SEA LE Cab AEE 2 十 2 阶 导 数 , 则 Hermite 插值 多 项 式 
Has (7) 的 例 项 为 
Ey 


R(t) =f) Hau lr) t $3] 


te. ir). (7. 27) 


Hr BE Cah) Cr) = TI Send ; 
i29 


二 ,分 段 插值 

由 Lagrange 桶 值 和 Hermite 插值 的 余 项 公式 (7. 9) 和 (7. 27) 
可 以 看 出 ,插值 余 项 的 值 与 插值 节点 的 个 数 上 十 1 有 关 , 但 是 ,不 能 
简单 地 认为 在 -一 个 确定 的 区 间 上 节点 越 多 ( 即 2 iR AodE uri ER 
小 . 首先 , 余 甘 公式 (7. 9 和 (7. 27)? 分 别 是 在 被 插值 函数 /(x) 具 有 
2 十 1 阶 和 2n--2 BrSEXEIHS TUAE T (32083 n 很 大 时 这 样 的 条 件 
行 时 可 能 得 不 到 满足 ,此 时 也 就 不 能 用 这 样 的 公式 估计 误差 . 其 
次 ,即使 7(x) 有 很 好 的 光滑 性 ,公式 中 的 /+ 了 C6) 和 re 有 
时 也 会 随 着 的 增 大 而 增 大 ,以 致 于 使 插值 余 项 在 某 些 点 的 值 不 
是 随 着 = 的 屠 大 而 减 小 ,而 是 随 着 二 的 增 大 而 增 大 ,下 例 中 的 琐 数 
就 是 如 此 , 它 是 由 Runge 给 出 的 . 


例 7.5 iX 
1 
Iber ORE 
EE- LE] ERR n1 个 等 距 节点 
iz, =— 1 EA k-0,1,--.n. 
m 


{E n 次 Lagrange 捅 值 多 项 式 Lle). 多 项 式 序列 {LL,(x)) 在 [一 1， 

1 上 并 不 收敛 于 f Go. 在 图 7-3 中 给 出 了 AO nO. 

可 以 看 出 ,在 [一 0. 2,0. 2] 范 围 内 LL Ce) RE EE RT Wo Xr AGO ,而 在 

HER L.GOGBGL 了 f(z) 已 无 意义 . 特别 是 在 z= 汪 1 Br LG 
22 


离 Cro Eie. du oun 
/€0. 96) = 0. 04160, 而 
L,,Có. 96) —1. 80438. 
Web rn OX d (E. e I 
式 的 计算 量 大 ,积累 误差 
也 大 , 当局 部 插值 节点 处 
的 溺 数 值 有 微小 偏差 时 ， 
可 能 引起 整个 区 辣 上 肾 
数值 的 很 大 变动 . 
”鉴于 以 上 原因 ,在 实 
际 应 用 中 选用 的 插值 多 图 73 
项 式 的 次 数 一 般 都 不 超过 六 或 七 次 ,通常 采用 分 段 低 次 插值 的 方 
法 来 提高 准确 程度 . 


设 插值 节点 为 
X. xmi WX ag o x x. (7. 28) 
fC) 在 节点 处 的 函数 值 为 
Fer) = y k=0,1,,n. (7,29) 


在 坐标 平面 上 ,用 直线 段 连结 相 邻 两 点 (Cry) 和 (zs 1 Nasa k= 
0,1,7,2—1,1&8 -折线 p(x) ,其 方程 为 

Xl © ox 
Xa — X4 Tki T 


pO) = 


£ Yrs cT €: E S TN 
Tr 


0.1, nd. 
函数 pC(z) 称 为 水 数 FO E REEL R AECT. 290 86 ^1 PE EX TE 84H TS 
数 ,月 paR f GOBIUBZTZR y — pGoOE (DAC E HER y AGO. 

4r Et X TE d B. ERU JE ZA BTE T XE Bon db — E oe 
的 . 为 了 得 到 光滑 的 分 段 插 值 图 数 , 可 采用 分 段 一 次 Hermite 播 
值 . 

设 已 知 函 数 > 一 yz) 在 节点 (7. 28) 上 的 函数 亿 神 导数 信 
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JG) = yrs JOa) = yas obEDIGae (7.30) 
TE 8E F I IRI rz ERE LRR PERI IX Hermite 插值 
多 项 式 . 利用 (7. 26) 式 得 分 段 函数 
X — T; r z — fy)" 


Wu Tign! 


+ [1i- EET TAH | — IEA 


tl C Tal Ery 7T Te 


p [1-2 


12 
— Tar: | ? 
X n 


十 MET z| 2 


+ lr 一 R 


z€ [trta kS 0, lype l. (7. 31) 
此 函数 称 为 A(x) 满 足 插值 条 件 (7. 30) 的 分 段 三 次 Hermite 插值 
E A. E SJ ECLasb] aE lab]: k =0,1; =n, Bl] Bd C7. 27) 式 得 
到 f(z) 的 分 段 三 次 Hermite 播 值 函 数 p (zx) 的 余 项 合计 
ARGO| 2 [fF — plr)| 


l 5 
Sup macte max (zr — r, Cr — r4,» 
4 ! aah aa E eE FR 


= gip en — 2 max | fO G2] . 


§7.4 三 次 样 条 插值 


分 段 三 次 Hermite 插值 保证 了 捅 值 函 数 在 各 节点 具有 一 阶 导 

数 , 对 于 基 些 实际 向 题 , 这 仍然 不 能 满足 对 曲线 光滑 性 的 要 求 . 例 

如 ,飞机 外 形 的 理论 模 线 ,船体 放样 型 值 线 等 曲线 都 要 求 有 二 阶 的 

光滑 度 , 即 具有 二 阶 连续 导数 . 工程 技术 人 员 在 绘制 这 类 流 线 型 构 

件 的 外 形 轮 廓 线 时 ,使 用 一 种 叫做 “ 样 条 ”的 工具 , 它 是 一 种 具有 弹 

性 的 细 本 条 或 有 机 玻璃 条 ,用 它 把 平面 上 给 定 的 点 ( 称 为 型 值 点 ) 
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连结 起 来 ,以 保证 所 得 曲线 具有 连续 的 曲率 ,从 而 具有 连续 二 阶 导 
数 , 然 后 沿 着 样 条 划 出 曲线 . 这 样 作 出 的 曲线 称 汶 样 条 曲线 . 从 力 
学 角度 来 看 ,强迫 样 条 经 过 某 些 点 ,相当 于 在 这 些 点 处 对 样 条 施加 
力 的 作用 , f FEZR RC ^E 2S Bl. 根据 材料 力学 知识 , 当 变 形 很 小 时 ,可 
以 计算 出 每 两 点 之 间 的 曲线 近 做 地 是 一 个 二 次 多 项 式 . 这 便 是 二 
次 翌 条 插值 函数 的 实际 背景 . 

一 ,三 次 样 条 插值 的 定义 

定义 7.3 设 y= 了 f(x) 是 区 间 [4,8]J 上 的 耳 数 .在 Ta,6j 上 取 
定 节点 


Ayn 


已 知 


TA ER CS Go E 
(10 SC), 10,10, 
(2) S€C'[a,b]; . 
《3) dE 8g T IX Bl nne JE SS GOdEIK BUR £3. 3 的 多 项 
X. 则 称 Stz) 昨 函数 GOD aont, 为 节点 的 三 次 样 条 插值 
函数 . 
由 定义 7.3, 为 了 确定 SCz), 可 供 利用 的 条 件 闪 有 4n 2 T. 
其 中 插值 条 件 ”十 1 个 ;连续 性 条 件 有 
SG, 0) = SCr; + 0), 
S'(x, — 0) = S' Cz, + 0), 
S(T 0) = S"(z, 4-00, R- 10),2,-,.1, 
d£ 3n—3 个 .然而 ,SCz) 由 zz 段 次 数 不 超 过 3 的 多 项 式 组 成 ,共有 
4n 个 待定 参数 . 因此 ,为 了 确定 函数 SCr) ,还 缺少 个 条 件 . 通常 
是 在 区 闻 [z, 的 端点 4 二 xo 和 65= xz 上 各 附加 -- 个 条 件 . 在 区 间 
端点 .上 的 条 件 称 为 边界 条 件 . SCHO — y, AI S G0 y, 就 是 两 个 边 
界 条 件 . 常见 的 附加 边界 条 件 有 三 种 ,并 由 此 提出 以 下 三 个 类 型 的 
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插值 问题 . 
问题 1 ” 求 满足 附加 边界 条 件 
S (ra) = ys Si Can) = yl. 
AI — X FER REER CS G0. 这 个 边界 条 件 称 为 固定 支边 条 件 . 
问题 5 ” 求 满 足 附 吉 边界 条 件 
S" (Xn) = y" S^'(n)y',. 
d — ARE Ae d o eR CS GO ,这 个 边界 条 件 的 特殊 情况 
S Cza) = S'Qn)-—0 
称 为 自然 边界 茶 件 . 
问题 于 ” 求 满 足 附加 边界 条 件 
SCzo) = SQ. S Cro H 0) = S'G, — 0), 
S” Cra T O) = S” Cte — 0) , : 
B5 — CHE SR E TEL BRE S Go. 这 是 周期 型 问题 . 适用 于 逼近 周期 函 
数 或 封闭 曲线 ， 
二 .三 次 样 条 插值 函数 的 构造 方法 
下 面 介 绍 构造 三 次 样 条 插值 函数 的 两 种 方法 ， 
L 用 节点 处 的 一 阶 导 数 表 示 的 三 次 祥 条 播 值 函数 
记 节 点 处 的 一 阶 导 数值 为 
S’ Cr) = m, k= 0,1, n. 
Zim, ROHE, S COEL rsr EERE RE 
i ST) = Yis SCE) = Yers 
S'Cr)-—m,, S'Gaa) = m 


的 三 次 Hermite 插值 多 项 式 . 由 (7. 31) 式 可 知 ;在 [cx Dv ran "E dai 
sco- [1 2 t: cb o^ J| zm), 


Ee 07 Leii \ Tr — Trt 


: : K ; ,2 
er ug oem 
£[1-2£—99[2—À| Nea 


Xa 70 Tj Tetl 7 Ta! 
2 
证 一 
十 《xz 一 zl | k 
X& T Ekti 
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f Sco. 1 2 
+ Cr | Maypi: 
Tertr — Te 


id hr = Zii Xy 由 上 式 得 
AZ) 一 "Ie — Tp Ch, 十 26r — T) ya 
À 


3 s 


T dhG- nU. 200—323 


十 


La 一 Bapa CE 一 029m; 


hi 
十 n SS. 232568 = Lr pi Mg 13 


LELET: is b—0,1,,2— 1. (7. 32) 


于 是 ,只 需求 出 诸 Th. 便 可 得 到 ,SCz). 
为 了 确定 m*，, 需 要 用 到 S(z) 的 二 界 导 数 在 节点 的 连续 性 . 由 


C. 32) S TEL ,ziyi1] 上 
S'"(x)- Gr — Xy — 2x,4)m, 
k 


2 
ja T Te 2x, eN, Lrt LU PNE 


4 AE 十 za+l 一 2xJ)(ysi1 — Vi), 


Lrs lE 
S") = u— ic p Auc, — 2x,)m,.., 
hi. 
2 
十 z; (E et Tini € m, 
6 . 
F PE (1 Ern — 2x)Cy, = 8:03. 
Tek— 1 
于 是 
二 (7.33) 
ha * ha A1 h? Yrtti TY?» 。 


S", —0) = mi- eR npeck0u— (7. 34) 
H S"GOTE zi 处 连续 性 条 件 


S"(x, 4-0) = S"(z, — 0) 


i 


得 到 


1 I 
hea 1 


1 
PE CR E 2| 


l [ 
= s(a (yerl 一 和) 十 gg, s y? ]. 


两 端 同时 除 以 天 一 十 让 得 


^h (NP 
hi. ) AAF ps ma-i t em. hii — h € 
E ELE Qe 一 k z h, Ys — Yii. 
= Ae T h, ha * 4 his EA rm lh (7.35) 
引入 记号 
"E hi Do PM el 


E = IAS Ez om t má bos. 1,2,,—1. 
Wi C7. 35) 式 可 写成 
Ama, Fmi t aMn = ge ÀR—1,2,77,n-— 1. (7. 36) 
这 是 含有 7 十 1 CRAE mom; ,ms 的 n 一 1 个 方程 的 线性 方 
程 组 , 要 完全 确定 十 1 个 末 知 量 的 信 还 需要 两 个 边界 条 件 . 
GO 对 于 问题 1 
S Cr) = Mos S'I) = mM, 
是 已 扼 的 . 这 时 ,方程 组 (7. 36) 中 实际 上 只 包含 ”一 1 个 未 知 量 
my «may il 它 可 写成 矩阵 形式 | 
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À 2 927 n 82 
== : e (7. 37) 
À, 2 2 Hn- 2| [Pin 2 En- 


à A 2 J Mna- — lini Mn. 
这 是 :个 三 对 角 方 程 组 ,其 系数 矩阵 是 并 格 行 对 角 占 优 的 因此 存 
在 唯一 解 , 并 可 用 追赶 法 求解 . 
(2) 对 于 问题 I 
ST) = Ma, SS’(x,) = M, 
dO dg. EC. 33)3X mA k=0, 417.3 T1 kn. fI 


2m, + m, 一 3 站 rozi] 一 "Ms, (7. 38) 
m. + 2m, Sfr, m] + E zy M. (7. 39) 
与 (7. 36) 联 立 , 得 到 关于 momom, narre 
2 1 mo Ü go 
L 2 ,| m, E 
: =| į | ， (0.40 
Fn 一 = Maj E 
JL, L En 
其 中 
go af zo] — M, En = bn] BAM, 


方程 组 (7.40? 电 是 系数 矩阵 严格 行 对 角 占 优 的 三 对 角 方 程 组 , 存 
在 唯一 解 , 并 可 用 追赶 法 求解 . 
QD 对 于 问题 下 ,有 
Yo 一 ye Plo — Mes 
X Hi S" Cro4-0) — S" Ge, — 0) WT dfE (8 
Zmy 十 Homa 十 Ayr, = do (7.41) 
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其 中 
一 d = ho 
th ”hi 二 ho 
dos = 3AF [x im] mf Len. 
30.1405; C. 36) 联 立 , 并 把 x, YR I, m, 得 线性 方程 组 


2 k As | [ mo do 

À 2 Ih ni gi 
"> == , (7.42) 
À.—2 2 大 一 2 [Hs 总 = 一 

a dl 2 ni a~l 


B RE 11x A E Dc. 7r EAA TEPME— AE. 
$7.6 "EAR y— f GoOB) ARE F , 试 求 SiE E 
iE [0,3 ]. EP ZI FEAR i A X 


解 此 时 n—3,m,—1.m,—0.H 
k=l, 加 = 加 三 六 k= 1,2, 


a =F- ft» $00 一 /GD))]= 6， 


g-3(Lom-fa»-loo-ra»)- i. 
代入 (7. 37) 式 得 方程 组 


2 na 


m 
3 
- 
- 
— 


* 


L 
2 


[xe] 


m; 
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解 得 加 ,一 本 ,ms 一 ,代入 (7. 32) 式 得 三 次 样 条 插值 函数 


Hatz *( re (0.1] 
Slx) = Bo 4 rE[l,2]. 


2. ids 点 处 的 - PIENS OKCEESR fé ELER t 
节点 处 的 二 阶 导数 为 
S'la) = Ma ke. 
fg & t FAX rra d E RA SCz) 是 三 次 多 项 式 , 所 以 S7(z) 
是 线性 函数 , 且 
Tip — X X 


5C) = M, + Me 


Titi 700a Tay TT 


记 hix Xr 代入 上 式 并 积分 得 


41 — nr»? pego 
S Cr) TEE CO M, 十 Msi 十 €t» 
(Xu — XY’ Gr — x» 
SC = =e M + Sa i -+ CT -+ €; 
由 
NIC», — Mis S Ga) = Yki 
可 定 出 
《1 一 S E 22; nei — M), 
Ai h 
cz 一 y, 一 M (= 3 (M,,, 一 M) zs- 
因此 
ee DS trc" 
S 《 工 ) 一 YM 2h, M, 


31 


— } 
E ws 3. T (M, — Ma) (7.43) 


S(r) = gi; 一 Te) 一 Ziy) (T 一 2z + Lrt Mi 


c XS — xr — Tt dx, — 22,.,9M, 


十 Ell — ThA) Yst — (x 一 Eesi) YaJ s 


z€[zalbke0,,-n-—1. (7. 44) 
于 是 ,只 帘 求 出 诸 Mi 便 可 得 到 SC). 
Hi S'GOTE x, 处 连续 性 条 件 
SCzmz 十 0 一 S (zx,—0), 
利用 (7. 43) 式 得 到 - 
t Mi, 42M, + ALMA = di, 
k—1.2,,5—1, (7. 45) 
其 中 
hi., h, 
Mea Voa 
di = 6f Iri-i zona]. 
C. 45) 式 给 出 了 关于 ntl 个 未 知 量 M MM, nl 
个 方程 , 尚 需 附 加 边界 条 件 , 补 充 两 个 方程 
(OD 对 于 问题 I ,已 知 


o S'E) = my, S'Gr,) = m, 
利用 (7. 43) 式 得 到 
2M, + M, = dys (7. 46) 
M, 1+ 2M, —- d,, (7. A7) 
其 中 
4,— Slane] — mo. 


32 


d, — gcn, — fl Tisi etd 


将 方程 47. 4 一 (7.477? 联 立 得 方程 组 


2 1 M, d; | 
h 2 Àr M, di 
: * ; j=] 3 |. (7.48) 
pt 2 Aal Maa p i 
1 2 M, d 
这 是 系数 征 陈 严格 行 对 角 占 优 的 三 对 角 方 程 组 ,在 在 叭 - He. Hn 
用 追赶 法 求解 ， 


(2) 对 于 问题 1， 
Sz0) = M,, Sr = M, 
是 已 知 的 . (7. 45) 成 为 含有 ”一 1 T RCRUM EA OB ACE SC 


为 
2. A ^M, di— uM ` 
I^ Àz M, | d, 
` =. t + 
Hn 2 2 人 -3 l "AN os 4 - 
Bes 2 JAM. ldim AM, 
(7. 49) 
DUERARI e Peg 1533 5 AET £877 RH ,存在 唯 .- 解 ,可 
用 追赶 法 求解 . 
(D 对 于 问题 1 ,有 i 
Yo = yo Me = M,, 
且 由 S'Gy4-0) =S Cr, —0)ff48 
2M, + AM, + i M, = das (7. 50) 


其 中 


33 


do = ~ CFLzo st 一 fien]. 


hi A. iH 
C7. 45) 与 (7. 50) 联 立 得 方程 组 
2 Ao «o Mo do 
A 2 À M, di 
: . : |= E 7 sl 
fo: 2 Aol |Ma d ss 
A1 Ha~: 2 Ma | d, .| 
其 系数 矩阵 严格 行 对 角 占 优 , 方 程 组 存在 唯一 解 ， 
三 ,插值 余 项 
三 次 样 条 插值 函数 误差 的 分 析 过 程 比较 复 杂 , 这 里 只 给 出 有 


关 结 论 
定理 7.9 设 fEC'[a,5j,S(r) 是 问题 I 或 问题 1 的 插值 区 
数 , 则 有 估计 式 


R 
_ EU (4) " 
di f E] | o x 384 I f | m LI 
' 1 i 
|a — sS l| e o AE | uan, 


P= scu mns, 


其 中 h== max ha 
根据 定理 7.9, 如 果 JEClab] ul — CBE SCR BEER S) 
以 及 它 的 导数 S GRIS" Go) ,34 ho 时 在 [a,;5j 上 分 别 一 致 收敛 
SE f G2 id 《zx 和 f'l) BA 
ILF- S] = 0h, F 人 l2 = O’), 


1 — S" i = 00). 
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tS 


ca 


J 题 七 


uU yr. Fr) 的 四 次 禁 什 多项式 ， 


QE LOO 0,1, AED SEBS xoci tx 29 V IA Lagrange 插值 


AE r8 TC, WEAH: 
a) x aT Gr)53a" , m—0,1,7.m; 
(2) AEST 

á u 


(3) 95 Gr 1)" hCr)80, m=1,2, 


nen 


0.904837 , 0.860708 , 0.778801 


(1) 用 线性 插值 计算 e" A UAR 3E SECO s 
(20 3H UT DLEESE e PELA OE SERRE URS. 


(1) RMR SO DA (11.8) 的 近似 值 , 试 分 别 写 出 所 用 的 线 
性 插值 公式 
(20 午 用 二 次 插值 计算 FC. oom FO 8) 的 近似 值 , 试 分 别 写 出 所 用 的 一 
次 插值 公式 ; 
(3) 要 用 三 次 插值 计算 了 07, 引 和 (11.8) 的 近似 什 , 斌 分别 写 出 所 用 的 二 
次 考 值 公式 . 
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5. 8 f(z) 2 tr trt REN 
30D 0253! 32]; 
(2) [125,2 ,--:,2*] sk ZB. 


6. 证明;: 若 for) —uGOvCG) , Uti 
fJ [25,21] = u[xo ]ve[ zo ài + ulz m iei 
而 且 ,--… 般 地 
+ 
并 [ro 9 了 19 T z= ulz »X.tt* iz, ])v[ x;72,44 , "am ]. 
7. 给 定数 表 : 


EGEOGHEOEOENEOEEONE ENS 
2. 76806]2. mom 97857|3. 06173|3. 25530] 3. 36987 


试用 四 次 Newton 插值 多 项 式 计算 /075. 54) 80081. 12) 
8. 证 明 : 
QD Aig): — fAgi gui 
' (2) al 4| - Af ag. 
L22 4721 
(3) AC VI -—AC vf = fi. 


9. £z xe. 


用 四 次 Newton 插值 多 项 式 求 (0. 05) & f(0.65) 的 近似 值 ， 
10. 已 知 
f(D)=2, f{2)=3, fF(1)=0, PDS. 
建立 f(z) 的 Hermite 播 值 多 项 式 , 并 求 A. 2) 的 近似 值 . 
11. E A 
f(5.0) = 4,4. f(5.22— 3.8. f(5.40— 8.2, 
f(5.0 一 一 1.2， f'(5.2)—— L0. f'(5.4) -— — 0. 6. 
建立 (ahh Hermite BESAR AR /(5. DB EDU. 
12. 试 构造 一 个 x 的 多 项 式 pE PL0,2j, 使 其 满足 
PO= f000 — 1, p= f00—2, p(2) = f(2) = 1, 
pO -fü 0, #2 = fO 一 一 1. 
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13. E; d 
[40.12 = 2, f(0.22— 4, JOD — 8, 
KRR FG TE B8 2x E 6) APER REL A SCz) ,使 其 满足 边界 条 
fF 
00 SC0.1)—=1, 5$'(0.2——1; 
(2) $"(0.12—0. .S"(9. 22— 1. 
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SAGE “数值 积分 和 数值 微分 


在 生产 与 科研 中 ,常常 需要 计算 着 数 的 积分 或 导数 , 然而 ,在 
很 多 情况 下 ,函数 关系 只 能 用 一 个 数据 表 表 示 , 而 不 知道 沙 数 的 解 
析 表 达 式 . 有 时 ,即使 能 用 解析 表达 式 表 示 冰 数 关系 ,也 会 因为 表 
达 式 过 于 复杂 人 面 难以 求 出 原 涵 数 各 导 汝 数 ,因而 不 能 用 来 实际 计 
算 积分 各 导数 . 本 章 将 介绍 求 积分 和 导数 的 实用 数值 方法 . 


$8.1 数值 求 积 公 式 的 -- 般 形式 及 其 代数 精度 


一 ,数值 求 积 公式 的 一 般 形式 
国 数 f(x) 在 区 间 [a 51 ExE TA 
a [Goa 

的 几何 意义 为 曲线 yo f Gn) E oz 轴 之 间 以 直线 x=:a 和 <s= XR 
的 曲 边 梯形 的 代数 面积 . 为 了 计算 积分 的 近似 值 ,用 分 点 a 二 zo 过 
ZI 二 托 区 间 [La,b] 分 为 份 , 相 应 地 曲 边 梯形 被 分 为 及 
个 小 曲 边 梯形 . 如 果 在 计算 第 个 小 曲 边 梯形 面积 时 ,用 矩形 面积 
Cra -- a. S Ce D AHE E , 则 有 


IO yo 7 Gi: — xf G3. 
人 一 各 


如 果 第 个 小 曲 边 梯 形 的 面积 用 直 边 梯 形 面积 了 (z+1 一 zs) 
* CA Gi f Gs, 03 近似 代替 , 则 有 


n | 


b» ion m tij) T f G2) 


证 一 站 


I= 


38 


/ 


fr,). 


n-:] pos i x 
Ec ous p re c fun 
. 是 一 上 


2 á 2 
还 可 用 其 它 方法 得 出 7C) 的 近似 计算 公式 . 这 些 计算 定 积分 近似 
值 的 公式 都 有 有 共同 的 形式 , 即 都 用 fu f Gi, FG B E Rb 
BERAIEN IOMEM. 
数值 求 积 公式 的 一 般 形式 为 
ICf) = S A fGn, (8.1) 


其 中 4 二 0,1,…,n) 满 足 l 

a S T La Le Ll nA, 
称 为 求 积 节 点 . 4 一 0,1，……2) 称 为 求 积 系数 , 它 只 与 求 积 节点 
的 选取 有 关 ,而 与 被 积 函 数 jx) 无 关 . 称 


RUD = ['fGodz — Daf tr) 


为 求 积 公式 (8. DERRER T. 

二 . 求 积 公式 的 代数 精度 

求 积 公式 (8, 1) 作 为 定 积 分 IOMEM HERGES f(x) 
有 关 . 自然 ,希望 它 对 尽 可 能 老 的 被 积 函数 GO EBERT. 为 此 引 
入 代数 精度 概念 ， 

定义 8.1 如 果 求 积 公 式 (8. 1) 对 -- 切 不 高 于 和 大 次 的 多 项 式 
都 成 为 等 式 ,而 对 于 某 个 功 十 1 次 多 项 式 不 能 成 为 等 式 , 则 称 这 个 
求 积 公式 具有 m 次 代数 精度 . 

判定 求 积 公式 (8. 1) 的 代数 精度 有 以 下 结论 (证 明 留 给 读者 ). 

定理 8. 1 求 积 公式 (8. DORE m 次 代数 精度 的 充分 必要 条 
FEN f(z) 为 1,7 ,x yare 时 求 积 公 式 (8.1) 成 为 等 式 ,而 当 
f G3 zt 时 求 积 公 式 不 能 成 为 等 式 . 

例 8.1 判定 求 积 公式 


| 


3 
—3 ) Tuere-9 
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LD =1 pi =2, 


的 代数 精度 . 
解 i 
J E E Pa 
D= [ fdn noo = fe +A), 
w , 
1(1) = | dr = 2， 
1 
o= | xdz 一 o， a = 
Ia = | widr - E, KaD = 
IG?) 一 f ader = Q, I Cz) = 
s 
f 
Il) 一 NECS z 2, DH = 
因此 
1 ) — Hr). r= 0,1,2,3, 


这 表明 求 积 公式 具有 三 次 代数 精度 . 
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例 8.2 确定 


: 求 积 公式 


T(z) zl. 


T 
| TOER A e i Jis AED 


中 的 参数 r, A 和 4:, 使 其 代数 精度 不 小 于 二 次 ,并 确定 其 代数 
精度 . 


解 ” 令 求 积 公 


\ 式 当 xs lx x 时 成 为 等 式 ， 得 到 
A, + i TAQ-71 


-2 
a" 十 4， 


fa TA, 


I 


|I 


1 
2 
l 
3 


此 方程 组 存在 唯 - - 解 zi = d AL n AL 一 全 ,代入 求 积 公式 得 


| /endz ~ 67(0) 十 3/63) g/ O^ 
对 于 JGo-smpy 


l 
34. iL 
| = dz "uL 


e 20d 1 ER 
IG S FE) efe ca 

所 以 求 得 的 求 积 公式 对 ac 成 为 等 式 . FG 一 局 ,出 于 
^| 


|a= 


^ ^ 


* 


人 
z7% + 3/0) 十 reis = 2， 

所 以 求 积 公 式 对 zx! 不 能 成 为 等 式 . 国 此 ,所 求 得 的 求 雁 公式 县 有 

三 次 代数 精度 ， 


$8.2. Newton-Cotes 公式 


— f (B REGR ER ARX 
TE R fa] La ,上 给 定 求 积 节点 X, 及 函数 值 Fira) .k=:0, 1 9 
n. 构造 /xz) 的 Lagrange 插值 多 项 式 


LG) = Dr) f(r), 
pen 
HP un Lagrange f [£i X edi 
LG) 7 TI CLER. d 


3 k = Olsen, 
TT Ti 


i—5 


» 
H L.GOE AUTORE FG) ,在 区 间 [a bE FER «fare (DIAC 


b "n 
[foods ~ So AJ Gus (8. 2 


i-09 
3 


— 4l 


其 中 
à 
A, = G2. k= 0,1.,.5. (8.3) 
(8. 2) 式 称 为 插值 型 求 积 公式 . 


由 Lagrange 插值 多 项 式 的 余 项 
Ftv et) kd 


Rr) = GT D! II (x — xi), 
得 到 插值 型 求 积 公式 (8. DHINES 
RO = 上 Eee- zdr, (8.4) 


其 中 &E ta,5) 且 依赖 于 >. 
由 余 项 公式 (8. 4) 可 以 看 出 ,n 十 1 个 求 积 节点 构造 的 插值 型 
求 积 公式 (8.2) 至 少 具 有 次 代数 精度 . 
当 f(z) 三 1 时 ,公式 (8.2) 应 成 为 等 式 .因此 ,插值 型 求 积 公 
式 的 求 积 系 数 满足 
t? —b5-—a, 


#=0 
二 、Newton-Cetes 公式 
如 果 求 积 节点 是 等 距 节 点 , 昌 xo 二 ayx, 二 5, 即 
t= aT kh, bo—0.01.. 


其 中 步 长 et naN 
A 上 Il £s al I iar 


c6 
VEO 2: boul llc — i)dt. 


ii 


Cibus C D He- Jdi ir Tiny 3.5) 
à = Ein — Dm H , = U, l>% Piu . 
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yj 
A, = (5b — DCP. 
于 是 , 求 积 公式 (8.2? 可 写成 
5 n 
fene ~ (b ~ a) CPP f Gn). (8. 6) 


k-00 


(8. 6) 式 称 为 Newton-Cotes 公式 ,其 中 系数 CP 由 (8. 5) 式 确定 ， 
称 为 Cotes € X. 

由 (8. 5) 式 不 难看 出 ,Cotes 系数 只 取决 于 ,出 与 积分 区 间 
Lab ARRAN A(z) 均 无 关 , R 8-1 给 出 了 部 分 Cotes 系数 的 
值 . 


90'45'15'45'90 


E e E A ———M—— —— 
= 


19 25 25 25 25 19 
288'96'144'144'96 288 
pur" 9 9 34 9 9 41 


| | 840'35'280' 105 280' 35840 


7 


751 3577 1323 2989 2989 1323 3577 751. 
17280" 17280' 17280 17280" 17280 17280 17280 17280 


989 5888 一 928 10496 —4540 10496 —928 5888 989 
28350'28350' 28350'28350' 28350 '28350' 28350' 28350 ' 28350 
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定理 8.2 Cotes 系数 满足 
b» = 1; CP = Cs k= Q.1,***,n. 


WE h 2/4 = (6—2a) ft A, — (5 — a)Ci? 得 到 


> cp ~ 1 
k=0 
由 (8. 5) 式 得 到 


M 15 
Cm, = cor I (t — £)dt. 
imd 


作 变 换 £—n—5,1R 
Du k—n n 
Cais coe) II [s — (n — i)Jds 


Qa —£)1£|n 
Peer 
qv at E 
E G Dm [le -pas 
= Cp. 证 毕 


在 (8.4) 式 中 , 令 z;—acih,JETEHEYA z= 二 a 十 th, 得 到 New- 
ton-Cotes 公式 的 截断 误差 


ERE n P "Ed ; | 
RO) - s Es ud, en 


HH 6€ (G D HREF :. s 

Newton-Cotes 公式 是 等 距 节点 的 播 值 型 求 积 公 趟 . 因此 ,nn 十 
1 个 节点 的 Newton-Cotes 公式 至 少 具有 次 代数 精度 . 进一步 还 
有 如 下 结论 . 

定理 8.3 当 娘 为 偶数 时 ,Newton_Cotes 公式 至 少 具 有 mm -1 
次 代数 精度 . 

证 ”对 任意 1 十 1 次 多 项 式 
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atl 


p= Sapa 
k=ð 


A 
PAG = a 1). 
于 是 


Rib, 一 iai] li (t — idt. 
0 ;一 9 
设 n= 2l € HN. 对 上 式 积分 作 变换 s—t—i 3: 
7f 2i 
RGB, 一 a ient] a! G + — ds. 
SE 


id 
, 24 
ms)= [[6-:-2» 
[EIU 
= (s+ DG 1—1v-G—I-c10)6G-0D. 
则 


2f 


4—s)=— [一 :十 已 


了 一 月 


——(s-—Doc—lcT1»-G-cri-—10GG-T2D 


一 一 gs). 
即 eco dé er pa T. 从 而 
RI) —0, 
Newton-Cotes 公式 对 pa GO HL 2g SR xx 因此 , 当 ”为 偶数 时 ， 
Newton-Cotes 公式 至 少 具 有 n4-1 次 代数 精度 ， iE. 


当 n 二 1 时 ,只 有 两 个 求 积 节点 rma r—b5,Newton-Cotes 
公式 为 
b—a 
2 
(8. 8) 式 的 几何 意 义 是 用 梯形 面积 ”二 [Fa) 十 7 近似 曲 边 梯 
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EE - [Xa Fus (8.8) 


形 面积 |7 Cdz, 如 图 8. 因此,(8. 8) 式 称 为 梯形 公式 . 
梯形 公式 (8. 80 4 RI £X P (E is C 
6—x 一 
5 —À f(a) - £—* ft 
pte RR ERR zz) 而 得 到 的 .因此 其 截断 误 美 
RO) fro ASOT 


L(x) = 


n= [o — alz 一 b f[a.b.x ]dz. 


现 设 F€C'[a.b]. H TRA PEDE EE TE 4E c€ [La 5] (848. 
R= f[a bsc] G 三 


=— l4 ay flab] 
和 再 根据 差 商 与 导数 的 关系 (7.13) 式 ,存在 <E (a,6) ,使 得 
ffasb d= /8). 


R) == i6 - aYf"(. 
. 因此 ,梯形 公式 (8.8) 具 有 一 次 代 
数 精度 . 

4 n=? 时 ,有 三 个 求 积 节点 
0 Aart Xt! 一 4 Cu T b). z; =b, 


Newton-Cotes 公式 为 


b—a 
6 


PZ AIRAN Simpson 公式 . 它 其 有 三 次 代数 精度 . 当 /€ 
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[feoda 


(fcf ET e re). (8. 9) 


Ca | 时 , 它 的 截断 误差 为 


让 I (D 
RO 一 o a) fL E), EE (a 6). 
35 5—ABI.Newton-Cotes 公式 为 
| Fdz 


~ C7f C+ 32f C11) + 12/G) + 32/03) + T/ G2, 


(8. 10) 
称 之 为 Cotes 公式 , 它 具 有 五 次 代数 精度 . 当 € C'La sb BE RR 


断 误 差 为 
c atbesa)l- Ba s 
RIP) 945 4 4] JOE), EE Cab). (8. 11) 


用 Newton-Cotes 公式 计算 定 积分 的 计 程 中 ,难免 出 现 舍 入 
误差 .下面 讨论 舍 入 误差 对 计算 结果 的 影响 . 
设 在 计算 过 程 中 f(x;) 有 舍 入 误差 &, 即 实际 参加 运算 的 是 


f Gao 33r [Dl fii fo) -fG)0-—t&5, À—0,1 »t** sn, in 


€ = max le, | 
kn 


于 是 ,利用 Newton-Cotes ZczX i $8 814) Xt 40 (BR P7 E TR 251] 48 
X HB 


I — a) cr fao — (5 — a) DCPS Gn) | 


<O- aY Iis <e 一 cni. 
当 4«8Hf C ^ 均 为 正 实数 利用 定理 8. 2 得 到 
e(b — a) 2 ICP | = Elb — a). 


由 此 可 见 , 此 时 舍 入 误差 对 计算 结果 的 影响 很 容易 得 到 控制 . 为 了 
使 由 舍 入 误差 的 影响 而 产生 的 误差 之 绝对 值 不 超过 = ,只 需 每 个 
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€, 


f Cr OB E AIR 2E BAL AIHE AS BE IE 


u ngt A CIT OR IE HC 


b—a 
Lu 


MRE DCP =LA > CP HITREREGUK. HA, ne 816 New- 
b 


ton-Cotes 公式 在 实际 计算 中 通常 不 被 采用 

三 . 复 化 求 积 公式 

hi E B3, EPAR Newton-Cotes 求 积 公式 不 官 使 用 . H 
是 ， 当 积 分 区 间 的 长 度 较 大 时 , 少 节点 的 Newton-Cotes KEAR 
的 截断 误差 比较 大 . 为 了 提高 数值 积分 的 精确 度 . 取 步 长 = 


,将 积分 区 间 [a, 妇 等 分 为 n 个 子 区 间 . 在 每 个 子 区 间 [z， 
zz,.] 上 用 低 阶 的 Newton-Cotes 公式 求 出 £GO eit 4- Y IX IB] J- 
积分 的 近似 值 ,再 将 它们 相 加 得 
I3 SE 
MOORA SERR EGUR, I 
froda = Lco. 


这 种 求 积 分 近似 值 的 方法 称 为 复 化 求 积 法 . 
fn def ^ CRI E7 ,Tr-1j 上 用 梯形 公式 (8. 8) ,得 


MEISTE ~ ty NE S e: 


于 是 
IE (dra 2M CF) 十 fGuu)2. 
ga | 
frade ~ a) + 2S Ga) £0). (8.12 


此 式 称 为 复 化 梯形 公式 , i 
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- 
T. LG T25 Go f0)). (8. 13) 
33 FEcC:[a, 的 时 , 复 化 梯形 公式 (8. 120 PLE 
"p ey. o. SO m x Ure En -øn . 
R= [feodi 33 (s 0 6 Gne 
再 利用 连续 晒 数 的 性 质 ,得 到 
b—a 


RJ) = E, EE (ab). 


aan EBERT TX B rr] EH Simpson 公式 (8&. "PUES! 
到 


é PE 
o [fodra DD He AF Gs D fs 0; 
其 中 


Yi 一 24 + lA = Ta + (k 十 dy 


2 
整理 得 
b n-i ne] " 
MZ ZU TAB MfG D + 23) /G0 + fü). 
e 2—( £2—] e 


《8. 14? 
称 之 为 复 化 Simpson AR. id 


2-1 "n ] 
S, (fatt So / Gi 和 十 2 DIADH). (18) 
A40 k—1 


当 f€C'[a,b]BE. 44k Simpson 公式 C8. 14» f] br UR 2 


b uw 
RON = | Eh o sch 6), 


其 中 ec (a b). : 
类 似 地 ,可 得 复 化 Cotes 公式 
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| f Godx ~ (T /)--82 3f Ga i)-12 224 Cod 
E ` k=0 


&—0 
a-l 至 一】 
+32 S/C, 32-14 9) FG) - Tf(00) ]. (8. 16) 
站 4-1 
其 中 


4,245 3, Fu =ar, t kH PA i 一 1 .2 ,3. 


4 


: h m-l Wl ] 
C= Uf QE 82 2, / Ga + 12 D7 f Gi 


um 32 2f Gi) 145, f) d 7/02). (.1D 
& 1L, Cotes 公式 (8. 16) 的 截断 误差 
RU» | /dr — 0, = 297 9| 5] poc, 

HH EE (a2). 

使 用 复 化 求 积 法 计算 积分 近似 值 时 ,可 以 根据 求 积 公 式 的 截 
断 误差 进行 先 验 估计 ,以 确定 合适 的 等 分 步 长 A. 但 是 截断 误差 的 
表达 式 中 包含 有 被 积 函数 的 导数 ,而 估计 被 积 函数 导数 的 最 大 值 
往往 是 很 困难 的 ,特别 是 在 被 积 函 数 表达 式 未 知 的 情况 下 更 是 不 
可 能 的 , 在 实际 计算 时 可 采用 步 长 逐次 减 半 求 积 法 来 解决 这 一 矛 
JB. 下 面 针对 复 化 梯形 公式 介绍 这 种 步 长 逐次 减 半 求 积 法 . 

把 积分 区 间 [a,6] 分 成 4 等 份 时 , 步 长 4 二 <. 用 复 化 梯形 
公式 ,f(x) 在 La,b] 上 积分 的 近似 值 为 


m= 
T. Ier + 2S1fG + H). 


再 把 步 长 减 半 , 即 把 区 间 [a 5 121182. 8803. 用 复 化 梯形 公式 得 积 
分 的 近似 值 为 
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2r-- L 
t=] 


n—1 2—| 
E ^ (ft 5 23 fon) +25 fh + f). 


于 是 得 到 递 准 公 式 
Ta = ZT: t n 2af One (8. 18) 
S EE A RA RRE ERT 
ID= | Fdr=T. EU S'E E (ab), 


ID= | fdas Ta E E) Pio 6e aD. 


如 果 rz) 在 [a,6] 上 变化 不 大 , 则 有 F"E = f" E). 此 时 ,由 以 
上 两 式 得 到 


IG ou 
DET: ' 
即 有 


Ir Tu LASS T.) . (8.19) 


这 说 明 Yo 作为 积分 OREA KRB RAL MYT a 

T. 在 实际 计算 时 ,利用 递 推 公式 (8, 18) 逐 次 计算 Ti Ta Te, 

Tase PA Tn T RER AR Tx 是 否 达到 精度 要 求 ， 
例 8. 3 ”用 复 化 梯形 公式 和 步 长 逐次 减 半 法 计算 


要 求 误差 不 超过 0. 5X 1075. 
解 ” 利 用 公式 (8.18) 进 行 递 推 计算 ,所 得 结果 恕 于 下 ub 
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0. 3460586 0. 0000756. | 


Dv] wl 
: 02070 4 
H ' 
| i 
' —4 
|p | 
eo : 
Sim 
Iis 
w i 
ec 
ci i 


0. 0000183 


0. 0000046 
6. 0000012 | 
一 一 一 | 


0. 0 


ag i 0. 9397933 
e |e mnm) 0. 9460815 


IE 59850 | 0. 0002941 


Tem 0460830. 
进行 类 似 的 推导 可 知 ,对 于 复 化 Simpson 公式 ,如 果 SY GO 


在 [a,6J 上 变化 不 大 , 则 有 4 
ICf) 2 Son To 


对 于 复 化 Cotes 公式 ,如 果 Pics m 上 变化 不 大 , 则 在 
C. (8.2D 


ü. 9460827 


2 | 9. SD 0. 0000003 


FiSL mmu S.) * (8. 20) 


1 71 
MON 5 C, b um Gn 


$8.3 Romberg 算法 


Fi (8. 19) 式 可 以 看 出 ,把 积分 区 间 [a,5j 分 成 等 份 时 ,由 复 
化 培 形 公式 计算 的 1(7) 的 近似 值 7 的 误差 大 至 等 于 计 (T ~ 
,如 果 用 这 个 误差 作为 了 ,的 一 种 补偿 , 即 用 
1 E AT, 一 T. 
Tan + z Tn 一 O 
作为 积分 I 让 的 近似 值 , 则 可 大 大 提高 其 精确 程度 ,而 由 (8. 13) 
和 (8.18) 式 可 知 
IGT,— T= iT. p ES s) fap 
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wt 
z) fO) HAN Sand). 


与 (8. 1502 LC 14 
AT on EE T, 
4—1 
这 说 明 将 步 长 减 半 前 后 计算 出 来 的 值 T, A T atk CR. 220 XE X 
性 组 合 便 得 到 复 化 Simpson 公式 中 S. 的 值 . 
同样 ,由 (8. nin 


Sn = (8. 22) 


EE S, E a a m 而 利用 (8.15) 和 和 (8. 17) 式 可 推 
得 这 个 值 就 是 C., 即 有 


AS» — Sa 
Er e E (8. 23) 
而 由 (8. 21) 式 可 知 
> CC PCs — C. 
Sst pl 4-1 


EE Ca PRW EEA R» BD 
4C, — C, 
4-1 
值得 指出 的 是 ,根据 (8. 22),(8.23) 和 (C8,24) 式 ,由 序列 {Tx》 
就 可 直接 逐次 求 得 序列 {Sw , {Cx} 和 {Rzt} , 像 这 祥 用 积分 的 若干 
个 近似 值 推 算出 更 精确 近似 值 的 方法 称 为 外 推 方 法 . 序列 {Tz )， 
Opt, {Caz} 和 和 {Rzt} 分 别称 为 梯形 序列 ,Simpson 序列 ,Cotes F 7l 
AI Romberg 序列 . 由 Romberg 序列 还 可 以 继续 进行 外 推 ,得 到 新 
的 求 积 序列 .但 是 ,继续 外 推 构造 出 来 新 的 求 积 序列 与 原来 序列 差 
别 不 太 , 因 此 通常 只 外 推 到 Romberg 序列 . 利用 Romberg 序列 求 
积分 的 算法 称 为 Romberg 算法 ,公式 (8. 24) 称 为 Romberg 公式 . 
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R, = (8. 24) 


Romberg 31358 SEQ Re JL Td HRON i OROTTEUUT. 


例 8.4 M Romberg 算法 计算 
Fm f Satir, 


要 求 误差 不 超过 0. 5X107. 
解 ” 计 算 结果 列 于 下 表 : 


| || 
[s emesssmem emm] 
[s ewe [emme| | 
[ [eem [1 —— 
[R,—R,| -0.1X 1075, 


由 于 


所 以 
- I =æ R, = 0. 9460830. 
与 例 8. 3 比较 ,这 里 只 用 了 Ti,T:,TTs 和 71s; 经 过 外 椎 到 
R: 便 得 到 所 需 结果 ,计算 工作 量 大 为 减少 . 
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$8.4 Gauss 型 求 积 公式 


一 一般 理论 
设 要 计算 积分 
If) = [oco foodr, 


其 中 oGodé El Ca, D LARR. ERAT DX Bl La 5 LER 21 
互 异 节 点 -DY oT 对 了 (x) 进行 Lagrange 插值 ,得 


f(z) = OE m — ER 
HEEE, bD N 
Ll) = I Eon ews [e-a 
由 此 得 到 插值 型 求 积 公式 
[oco foods e Y AG) did 
其 中 


b " 4 
A = ['ocot Gods 一 pecu odes (8. 26) 


a Cr — x,)o Cz) 
截断 误差 为 


b feee) E . 
RCS) 3 [ TEE Drev rd , (8. 27) 


由 (8. 27) 式 可 以 看 出 ,无 论 求 积 节点 如 何 选择 ,对 于 任意 FE 
P.La;5j| 求 积 公式 (8.25) 都 成 为 等 式 ,因此 求 积 公式 (8. 25) 至 少 具 
有 次 代数 精度 , 此 外 ,还 有 如 下 结论 

定理 8.4 求 积 公式 (8. 25) 的 代数 精度 最 高 不 超过 2n 十 1 次 

证 取 /(z)==w Cz), 则 了 EPs4sLasB | 且 只 在 yi 
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处 等 于 零 , 因 此 
l'ocof TIEN | "PG! adde 2» 0. 
而 
Ja On) = 0, 


0 


所 以 对 f(z)==w?(z) 求 积 公式 (8. 25) 不 成 为 等 式 , 故 其 代数 精度 
不 超过 2n 十 1 次 ， 证 上 毕 . 

定义 8. 2” ”如果 求 积 公式 (8. 25) 具 有 2z 十 1 次 代数 精度 , 则 称 
它 为 Gauss 型 求 积 公式 ,并 称 其 求 积 节 点 为 Gauss A. 

求 积 公式 (8. 25) 是 否 为 Gauss 型 求 积 公式 ,取决 于 求 积 节点 
的 选择 . 

定理 8.5 求 积 公式 (8. 25) 为 Gauss 型 求 积 公式 的 充分 必 和 驱 
条 件 是 求 积 节点 是 积分 区 间 上 带 权 o GO B] E 3€ eR A Ce CO 
Hn IK EX poriCx) 的 2 十 1 个 零点 - 

.证 必要 性 .对 任意 pEP[a, 人 站 ,w(xlp(x) 是 次 数 不 超过 2 
十 1 的 多 项 式 , 因为 求 积 公 式 (8. 25) 是 Gauss 型 求 各 公式 ,其 代数 
精度 为 24 十 1 次 ,所 以 有 l 
[ocoocopcods = 2 Aala) p Ca =0, 


这 说 明 olr) 与 任意 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 都 是 带 权 2(z) 正 交 

的 .因此 存在 常数 s 关 0 使 得 
(x) = apap T) . 
Hola) pa GO TEFRBIRT A GE 4 A e GO ERR 45 EREA 
式 的 全 部 求 积 节点 ,所 以 x 十 1 个 求 积 节点 恰 是 poa GO 2r pt 
充分 性 . 对 任意 pE Panolar] H pari ORR p(x), 设 商 为 
gr) RHA ræ), W 
pL) = qT) pni r) H rir), 
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BH qr € Pa b]. 出 正 交 多 项 式 的 性 质 得 
[eco Gods = [oreda 
而 由 ASO, E 5,0 CONE ee 
y YAp) 一 Y Ayr Cr). 
又 由 rE€ a 


"n 


é wo 
Í pG)rGodr I S Arira) ， 
k-ü 


因此 
"n 
|: pgODopGoodr = Dp). 


这 说 明 求 积 公 式 (8.25) 对 任意 次 数 不 超 过 2x 十 1 的 多 项 式 都 成 为 
FA ,因此 它 具 有 2n 十 1 次 代数 精度 , 尾 Gauss HORRA. IE. 

将 wlr) ap, GOTSACG. 26) 式 得 到 用 正 交 多 项 式 情 定 求 
积 系数 的 公式 


pO) ; 
ee Qc DAD M (8. 28) 


现在 推导 Gauss PR PAURA 
以 Gauss 型 求 积 公式 的 节点 yz eoe, IECUR 
数 f(x) 作 次 数 不 超 过 2n 十 1 的 Bernie Jf max Cr). i 
Hiz =fr), H'ig—f'G, k-0,l1.", 
因为 Gauss 型 求 积 公式 具有 2w 十 1 次 代数 精度 、 es 多 项 式 
TI(x).Gauss 型 求 积 公式 成 为 等 式 , 即 有 
| eH oda = SAHGD. 


&-0 
于 是 由 
ft (£5 


fex) = He) 十 (n 21 


ex) 


得 到 Gauss 型 求 积 公式 (8. 25) 的 截断 误差 
RCD= [ec foods — S AGO 


k=0 


= l'eGo f God — MAH Cri) 


k=0 


- fera ~ H(x)Jdz 

u b | dm 小 2 EED, 

E [oc Gu poi its 
上 其 中 Ee Gb. 再 利用 积分 中 值 定 理 得 


fF. T$ fac 


HP gE (aD. EIG olr) mapa HAEA Esk MRK E X nf 
XN 


RJ) = 


; u fU *2) (7) b | l 
RD = e ED D [oca pt leda. (8. 29) 
定理 86 如果 求 积 公式 (8.25) 是 Gauss 型 求 积 公式 , 则 其 


求 积 系数 满足 
(1) A, 0. bo Gy 


D DA = | eceodz 
k=0 s 
证 DR 
一 x» 


pair) = lI To, &-—0,0,en 
Pad: 


W (Cr) C6:—0,1, En 次 多 项 式 ,Gauss 型 求 积 公式 对 它 
们 都 成 为 等 式 , 即 有 


[pendz = 一 Am), k = Q,1,***. 52. (B. 30) 


E A 
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í ims 

|O MiIXk 

所 以 (8. 30) 式 的 右 端 等 于 Aa M 300 3X Ze 9] PLA ECKE 
的 ,因此 得 到 


Ar) = 


A, D, Eo 0.1, 7.2. 
(2) AA nZ& 1. BEEA Gauss AREARE f(r) 二 1 成 为 
等 式 , 即 有 
| odz = SA, 证 毕 ， 


在 科学 计算 中 ,各 入 算法 在 执行 中 难免 出 现 合 入 误差 , 当 算 法 
含有 相当 数量 的 四 则 运算 时 , 含 和 人 误差 可 能 会 积累 起 来 ,传播 开 
米 ,严重 影响 计算 结 打 的 精确 性 . 但 是 ,在 设计 算法 时 如 果 处 理 得 
当 , 有 时 可 以 使 舍 入 误差 的 积聚 与 传播 得 到 控制 . 能 够 控制 误差 影 
响 的 算法 黎 为 稳定 的 算法 , 寿 则 称 为 不 稳定 算法 . 

下 面 讨论 Gauss 型 求 积 公式 的 稳定 性 . 

设 在 计算 过 程 中 fj (x) 有 舍 入 误差 6, BUSC ERE pps 3$ 6 RE 
f(zs) 的 近似 什 | 

fi) = f(r) — Ess 


则 SAS HARA E 
&=0 
ô= SUAJ G3 一 MAG) 


= AUG JUDI. 
rr 
如 果 求 积 公式 (8. 25) 是 Gauss ARHAR, S/O ERDEKE EE 
续 , 则 由 定理 8. 6 得 到 
Il > AL f GOD — Fz) | 
ELE 
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z b 
x max |f ca) — fir) | pr)dz. 
[E E] a 


由 此 可 见 , 只 需 使 AGO (0.1, o0 RR REAL A EER TE 
分 小 , 便 可 使 由 此 引起 的 计算 结果 的 误差 也 充分 小 . 因此 ,由 舍 入 
误差 引起 的 计算 结果 的 误差 是 可 以 控制 的 ,由 Gauss 型 求 积 公式 
是 稳定 的 ， 
” ”下面 的 定理 给 出 了 Gauss 型 求 积 公式 的 收敛 性 . 

定理 8.7 设 (8.25) 是 Gauss 型 求 积 公式 ,积分 区 问 为 有 限 
区 间 [e, 引 , 则 对 任意 /€ Cia.5 BUR 


n 办 
lim S A,f (zs) 一 [ px) f God 
Tt mc s 


iE dif €C[a,b] R Weierstrass 和 定理 ,对 任意 >00, EEE 
项 式 5GOdS 


I/- 5I «3l (fode) ， 
从 而 对 一 切 r€ [a ;bj 部 有 
Dj ome 303 » (8.31) 


设 pr) E m IX EID n> On — DE ns 2n-- 1, 因而 有 


[oco p Gods 二 3 A p = Q. 
5 A—0 
而 由 (8. 31) 式 得 

[eosa - pa» Jd | 


b 
< f pT Fr) — plz) dz < 


由 定理 8.6 和 (8. 31) 式 又 得 
6C 


| Dafa 一 M Apa) 
5 一 0 -9 


& S Alfi) E Plx) j d 
=D 
因此 , 当 n= Gs - DI 


cm 


| f^ 
[eco rcods — AGO 


EM [oet 一 PGO)jJdr|4- 


| (^ L 

| pcp rd - MAG) 
ui k -0 

+| Lapad - MAJFGO|« s 


k= i 


这 就 证 " 子 定理 的 结论 . 
二 . 几 种 Gauss 型 求 积 公 式 
1. Gauss-Legendre 求 积 公式 


给 定 权 函数 Rs CH ME 多 项 式 


Pa CTX) == zu 7nIdr E =a n-—0.1,.:. 


p Ad: 在 Gauss 7EEK Bi zs rp LH o= 
二 [一 1,1j, 并 取 p.i) GO 2E R (E Xs RUE 


[feda ~ MAJ GO. 
-i 1-0 


zl. [asb] 
,得 求 积 公式 


(8. 32) 
称 其 为 Gauss-Legendre 求 积 公式 . 由 (8. 28) 式 知 ,此 时 
zd paa m u 
A, f Cr MNT ZD i Gi k — 0.1, y Me 
因为 
Qr) = .——— 


元 PH)Ppn+i Cr) 
是 x 的 2n 次 多 项 式 ， H 


6i 


TEEME BU 
TE ltuGo 3sjos" 
Br 以 
f QGodz = = » KD = A C)’. 
. Eur : 
另 一 方面 ,出 分 部 积分 公 直 得 
i ! au E S " EO | l [ Paci (zx) r 
| QU)dz a r) J | " il 2 ] psa CX) dz, 
根据 正信 多 项 式 的 性 质 , 上 式 右 端的 积分 等 于 零 . 因此 
l 1 2 
Dd u&scen ua 
| ec mn 1 uq Peu 
于 是 得 到 计算 求 积 系数 的 较为 简便 的 公式 
. .2 — bvn 
A, = 人 (p CAD" À—0,1,.-.n. (8.33 
表 8-2 给 出 了 部 分 Gauss Legendre 求 积 公 式 的 节 点 和 系数 . 
、 表 82 
XR i PEE n 
b 0. 1713244924 
- 5 0. 3607615730 
+0. 577356269 


. 2386191861| 0. 4679139346 


+0. 949107912 
+0. 741531185 
+0. 4058451514 

0 


0. 1294849662 
0. 2797053915 
0. 3818300505 
0. 4179591837 


zo. rssenood o. 955: 5555556 
Q 0. 8888888889 


+90. 8611363116 0. 347854845] 
+0. 3399810434 0. 6521451549 


. 9602898566 0. 1012285363 
士 0. 7966664774 0. 2223810345 
+0. 5255324099 0. 3137066459 
+0. 1834346425] 0. 3626837834 


£0. 9C61798459 0. 2369268851 
- 5384693101 0. 4786286705 
0 Q. 568888889 
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ES 为 p. COE RR CR AJ IC 
o Lun 二 2) 
den 77 aeniC 3. DIC 


所 以 由 (8. 29) 式 及 Legendre 多 项 式 的 性 质 得 Gauss-Legendre 3K 
积 公 式 的 截断 误差 为 
; 252-- 3 4 
RU) - EL d DI penc, — (8.8) 


其 中 y€C-1.). 
对 于 积分 区 间 不 是 [一 1,1] 的 任何 有 限 区 间 [e,O 可 通过 变 芋 
b-—a 64d-a 


r=; t -+ 2 
化 为 对 变 基 上 在 [一 1:1 工 的 积分 
[^ bat dc bta. 
J dr - t5] rego phar 


这 就 可 以 用 Gauss-Legendre 求 积 公式 计算 积分 的 近 拟 秆 了 . 
例 8.5 用 Gauss-Legendre 求 积 公式 计算 


M 
r=| sinzd p, 
T 


解 作 变换 = 一 去 (十 立 , 则 


, Sin la Tao 
peg cep 


用 n— 281 Gauss-Legendre 求 积 公式 得 


ia Paj 


EE ME E 
2) i lax, 
sin ta — 0. 7745967) 


= R3 
dégescsoMocy n TTLSUGT 
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+ 0. 8888889 sin i 


sin (1 + 0. 7745967) 


[2 ue s 4 d xam m 
008998536. 4 0 0718957 


= (M 946083]. 
TEH Gauss-Legendre 求 积 公式 上 中 1! 取 了 三 个 节点 ,就 得 出 
本 与 例 8. 3 和 例 8. 4 具有 相同 精度 的 近似 值 ,计算 量 大 大 减少 , 这 是 
Gauss 型 求 积 公式 具有 较 高 代数 精度 的 必然 结果 ， 
2. Gauss-Laguerre iubar 
"BUR TIE o Gr e 积分 区 间 为 [0, 十 ee)? 时 , 取 区 间 [0， 
Too) ER eG) — ef We ri -Laguerre 多 项 
xt 
Loata es eni {zte ey 
的 令 点 作为 求 积 节 点 所 形成 的 Gauss 型 求 积 公式 
[ s fex zm AJ G) 
5j 273 Gauss-Laguerre 求 积 公式 ， 
不 难 推 得 其 求 积 系数 
Ca + DI 


dicm a.a, Cn 22?" k== 00,1 sn 
截断 误差 l 
多 RU = EERI paag), 9€ (0, b o0). 


表 8-3 给 出 了 部 分 Gauss-Laguerre 求 积 公式 的 节点 和 求 积 系 
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一 ee 
»H : za i A. ] 
ee Re C 十 - EOS: 
| o ! 1 | ! | 
Bi Sd eS ER et E MAS a A NEN, 
| | 
| ( — 0.5857864376 0. 8535533906 — | 
j | 

L 3. 4142135624 0. 1464466094 | 
| 0. 4157745568 0. 7110930099 | 
2 | 2.2942803503 0. 2785177335 | 

| 6. 2899450829 0. 0103832565 
t jaina o dhilis t ~. PTS " - -mm 一 me à Gie i AENEA, - n DECLA 

0. 3225478896 0. 6031541043 
: 1. 7457611012 0.2574185924 — | 

s 4. 5366202969 0. 0388879085 

| 9. 3950709123 0. 00053902947 
| Q. 2635603197 0.5217556106 — | 

1. 4134030591 — ! — 0.398666811] 

| 
4 3. 5964257710 | D. 0759424497 


7. 0858109059 
12. 6408008443 


3. Gauss -Hermite 3 £87 


0. 0036117587 
9. 0000233700 


取 权 因数 pO) e 7 RI EE RI C 96 , 4-092 Gauss MOR 


和 公式 


INE À? FGdr A >; Arf Cx) 


ER GansücHermite SKGR AX H PRT Xe dpnG-e. 
o) EAE p(x)=e 下 的 2 十 1 次 正 交 多 项 式 , 即 nn 十 1 次 Her- 
mite 多 项 式 


Sd a 
Hua) = (— D'*le* dent 


的 零点 ,可 以 推 得 求 积 系数 
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2'"*(Q 十 1)1V 


Å. = 
"A [CH Cx) 


, k-—0.1,.mn, 


截断 误差 


《7z 十 1)1 YI VT 
R(t 


表 8-4 给 出 了 部 分 Gauss-Hermite 求 积 公式 的 求 积 节点 和 求 积 系 
数 . 


Sm o aS n), 7 所 (一 cy， 十 co ). 


je 6-4 


1. 7724538509 
. 1071067812 0. 8862269255 
. 2247448714 0. 2954089752 
1. 1816359006 
. 6506801239 0. 0813128354 
. 5246476233 
. 0201828705 0. 0199532421 
- 9585724646 0. 3936193232 


0. 9453087205 


» 3506049737 0. 0045300099 
: 3358490740 Q. 1570673203 
- 4860774119 0. 7246295952 


. 6519613568 0. 0009717812 
. 6735516288 0. 0545155828 

+0. 8162878829 0. 4256072526 
0. 8102646176 


4. (fauss-Ue6pmreB 求 积 公式 
求 积 公式 
攻 a Ie cdm (BIA GO 
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rg Gauss-eGranen 求 积 公式 ,其 中 求 积 节 ARExm[-1.i 

H plr) = 的 nd MEKIEZC E SX Bi nr HX Weonnien 4 
Lx 

X 


Te = cos Gr + DDarccosz) 


HES 
X. = COS 2 -全 dr, o 0.1.7.7. 
可 以 推 得 其 求 积 系数 
r 
A Lm nil k = O,l,..n. 
RN R 
2T 


« METRI dole X22 F2) Mo. 
RCD — aon 2^ QD. 3E( 一 1，]). 


例 8.5 计算 积分 


z 
的 近似 值 . 
解 ” 用 =2 的 Gauss- egonnes 站 各 公式 进行 计算 . 求 三 币 点 

为 

Xy = COS ru =- — 9. 866025403 , 

mr, = cos FE = 0. 000000000 , 

2:655 i x — 0. 866025403 . 
求 积 系数 为 

A, — x È = 0,1.2. 


于 是 
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use 


eS dad 
= 4.368939556. 
Gauss 型 "T^ xax fit H] £z do RIR M gk aT RE SR RETE P] 
结果 ,这 是 它 的 一 个 明雄 优点 . 它 的 另 一 个 明显 优点 是 能 计算 许多 
广 浆 积分 ,这 是 Newton-Cotes Zr X ps A. 


88.5 数值 微分 


依据 消 数 7Cz)? 在 … 些 点 的 函数 值 


fCiu)-—y,hk20,1,7,2, (8. 35) 
‘RRR f(x) 导数 近似 值 的 问题 称 为 数值 微分 . 下 面 介绍 两 种 基本 
的 数值 微分 方法 ， 
一 .插值 型 求 导 公式 


设 p,(x) 是 满足 插值 条 件 (8.35) 的 插值 多 项 式 , 它 可 用 来 表 
Xp fO. 因为 p,(xz) 是 非常 容易 求 导 的 ,所 以 用 它 的 导数 入 来 站 
近 f(x) 的 导数 值 , 即 有 
f) 8 pP Gy. (8. 36) 
此 式 称 为 播 值 型 求 导 公 式 ， 
由 Lagrange 插值 多 项 式 的 误差 公式 知 ,插值 型 求 导 公式 
(8. 36) 的 截断 误差 为 


u TN " d" IU YE) 
R(G) = f? (x) — pi? (x) amo pr) 
(8. 37) 
其 中 上 依赖 于 zwogz)= [| aar). 
i—6 
iid 

qe oE Faaa x 

R(x)-— ELS wlr) + Cn DI^ Cr). (8.38) 
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H Lagrange fé ffl 2:3X E Newton ARA RE RI 
TUUS e rts RET 
人 

因此 

d a 
drh Qu4- 121 2 

PNE "ESTE ERA Uer, 

ine f i—zxr i 

== limf[ x, MEERLE SE Ee A 

mm te) tanti) 

CH GERE "uo eos 

其 中 名 依赖 于 r. 代入 (8. 38) 式 得 到 


OOO JOB) FADE) 
R(x) = dq or? 132) ea») + GU ID Cr). (8. 39) 


当 m= 2B]. h C8. 37) 可 类 似 地 推 得 


ed 


to Fe, ) 2f" STE) 
Aces qvassyp ey te 
(n H1) 
D Qu Gr). (8. 40) 


Hm & e f Tr 
WR ”一 1, 仅 有 两 个 节点 ze 和 mie ELE E CON 


pir) —— y, ng 


^g — d Fao d 
jd k = zy ra W 

pr Cr) = Loy es 
利用 (8- 39) 式 得 


DE 
Rx) — (22i — aeg T ai) L a, k E 0.1. 


于 是 得 到 f(x) 在 节点 zo 各 x, 处 的 一 阶 导 数 
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PG) loo ESE 5j" (5, 


Pool) FG EL (5, 


以 圭一 式 称 为 两 点 数值 微分 公式 ， 


P: (xz)= ke z) (z s X2) Yo i; ay) Cr we Z2) 


+ de 一 xg) Cr 二 区 | 》y2。 
出 此 得 
i CEA 1 
fi Ga) = 2h? (2ra — t1 — tz) Yo ga Zt ToT a)y 
4 zi Cn raye BEDIA 


利用 (8. 39) 式 得 
h? " k LPS 
R(To) = rr (5, Rn) ws 


2 
RGO- m SE, 

十 是 得 全 
f'(xo) dC aH DS IHE E , 
Pe aod foo) -E re 

1 2h - 62 J NA 6 , 

r l g h? mga 
f Gu) — gg U Cn - 4f G0 E f Gr x f (E). 
称 之 为 三 点 数值 微分 公式 . 容易 求 得 
pi! Ct) = gi n7 By ys k=0,1,2. 


利用 (8. 40) 式 得 
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Rn) 一 一 Re A DIC 
Rix WT ^ pagg) 
14 12 add 
2 

RGy) — hf" (E) — T P0. 


于 是 得 到 二 阶 导数 的 三 点 数值 微分 公式 
fr (zn) KE GG 2f z+ EDI AO HES OE), 
fr (x)= 直 Cf zo)—2f aD HS aS (£95 
frio LG GO 2/G0- FG) A" (0) — P9 t. 
二 、 利 用 三 次 样 条 插值 另 数 求 数值 导数 


由 定理 7.9 知 ,如 果 用 三 次 样 条 插值 函数 SCz) 有 逼近 函数 
Fix) ,不仅 对 函数 肥 较 好 的 通 近 效果 ,而 且 对 导 藤 数 也 有 较 好 的 
JE YDG. 

VERG Goo te t8 Ey e 3 s 


"S 
a ee Xa < AX x X.. < Ta n b 


处 函数 值 为 
Jn = yi, k = Qlan 


按 (7. 32) 式 得 三 次 样 条 插值 函数 
S(r)— 4 Cr — ETUR UP 4 2r — Ly) lya 
f ] 


4 Lo zs Hr 265a 7 133a 


hi 
1 
十 niv — Tepi y Cr 一 xi)m, 
b y Lo 
us 一 Ta) Cr 一 Xy 4199s» 
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TE rten], k=O ne 1. 
Hop a, B 7r FEZR C7. 360 & 3E EAR (E SE. 对 1 上: 武 凸 边 求 udi 
HE S O UTER FG E 
J’ CHI x — ri CU, E a asa S 


十 iG — Dua. QC id 24. — Gd DI 
Ze 


十 "o = x) e E. 7 2x4,4:42miyu» 
E 


zE EEA el 1l. (8.41) 
如 果 只 需求 节点 处 的 导数 , 则 有 
l JL Sme k50, l, 
如 果 对 (8. 41) 式 碳 病 再 求 导 数 , 即 得 J 达 式 . 


习 题 A 


1. 确定 下 列 求 积 公式 中 的 参数 ,使 其 代数 精度 不 小 于 =- 次 ,并 求 出 所 得 求 积 
公式 的 代数 精度 . 

(OD | fende = A FQ). : ALIOD + AUOD 

(2) f fGodz gj ASE D + 2/63) e 3SN 

co [fonde SAO OD Bfe). | 

.用 复 化 梯形 公式 和 复 化 Simpson 公式 计算 下 列 积分 . 

a) p mit +r) 


zdr, n -= 54 
T 
(22 Tis XK4crccdr,.,n—6 
uC 


to 


(3) | eda, n — 8. 
3. 用 Romberg 算法 计算 下 列 积分 ,要 求 截断 误差 不 超过 e. 


也 3.8 
TEN EE 19 6. e- 1075, c] e^" dr, e= 10 ^. 
o d d 
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dH) AG DRUR ELAN 


w- 


quar) fr dam z A. G4 


Ju Bo: 


dE Gauss POE IL RN EA AR ARTS he Eg B T Bra 的 ERU 


pBOrMS GG 
f Hos perele da == 0, 
其 中 ole) 一 | | (x XD 


3. BB AES | Gauss GE BLZ AX HU Pe i Ex. 
Jn») 
(D -dr me ASQ AJ fo 
(UR S 


cx 


(2) ft Tf Gnda x Afira) + Afir). 
CE s AM RAGE CK BUD S) 

B. 用 Gauss-Legendre oK Ft zz aC i $E p || HAE 
《1》 


PT 
e da. a = 3; 


(2) f e'sinrda.o» =z 2. 

-JE Gavss-Laguerre 求 积 公式 计算 下 列 积分 , 取 
a» | " DI "T i "UU 

8. 用 Gauss REAO TIEU I n= 


(1) ü e *coszdr , 


~l 


et 


ul 
(2) | xx cae 
! v -g 
DESEE 


r 1.5 je: Pt L2 ; E 
| Le. 1.— zx El 
{Fy " 25006 0. 226% Aa 0. 2066 | 6 1890 


ELI - m E quer Rs 


用 -点 公式 求 Aa. O, OLD (OI iq pui. 
10. £i x: Xr 
:| 0. 56 | 6. 51 Ee " 


fta) 0. 47943 n. 38818 45688 [| ü. 50554 e. iae -52289 


= NE imas ——————M 


Hb LEAR f" (0.50). f" C0. 52) JC. 55238 UT 
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第 九 章 “” 常 微分 方程 的 数值 解法 


在 自然 科学 和 工程 技术 的 许多 领域 ,常会 遇 到 常 微 分 方程 的 
定 解 问题 . 除 少数 几 种 类 型 常 微 分 方程 的 解 可 以 用 解析 表达 式 给 
出 外 ,多 数 情况 都 只 能 求助 于 近似 方法 . 数值 解法 是 一 种 可 以 在 电 
了 计算 机 上 实现 的 近似 方法 .本 章 $ 9. 1 介绍 常 微分 方程 初 值 避 题 
数值 解法 的 基本 思想 和 途径 ,以 及 有 关 的 基本 概念 ;§ 9. 2 介绍 
Runge-Kutta 方法 ;8 9. 3 研究 数值 方法 的 收敛 性 ,稳定 性 与 误差 
控制 问题 ;$ 9. 4 讨论 一 阶 微分 方程 组 和 高 阶 微分 方程 初 值 问题 的 
数值 解法 ; $ 9. 5 介绍 常 微分 方程 边 值 问题 的 差分 解法 . 


$9.1 概 述 


— 53550321 2; £V] S 
一 阶 常 微分 方程 初 值 问题 的 一 般 形 式 为 
y —fia.9»»,.a«z&«b 
, (9. 1) 
yla) 一 yo 
其 中 fCz,y) 是 区 域 
Di lrs lrE[Lab]),yER)} 
E HKA eR X. 
定义 9.1 如 果 存 在 常数 L>0, E4 — H rela, b]M yz 
ER HA 
fizy) 一 zz S Lly zl, 
WPA ED EKF y WE Lipschitz 条 件 ,其 中 称 为 Lips- 
chitz 常数 . ; 
定理 9.1 设 flz'y) 在 D 上 连续 且 关 于 y 满足 Lipschitz 条 
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fk WREE 所 过 , 初 值 问题 49. 12 4E[a ,5b] 上 看 在 唯一 解 . 
证 PERIE. vy EEO. 1) 的 解 当 旦 仅 当 y Cof 
积分 方程 
eT fec yo» 
的 连续 解 . 
设 Lipschitz 常数 为 了 工 . EX 
al = minfa 十 区 ,外 
对 和 任意 YECLa ct] ,定义 
lyl| = max |yCz) 1, 
eS. 


则 Clasa HEIC AS EC F0 Banach 空间 . 定义 映射 了;C[a,al] 一 
Clasa ]. 3 ££ € y€Cia.a] 


(Vile x [AG yz. 


于 是 ,对 任意 yzEeClasai], 都 有 
ICP32€22 — (Tz) C7) | 


= [F ræsa — fCGr,zCr))Jdc 


X Lla, —«| max |yCx) -- zCr)| 
UR DL 


200 Xll - all. 
从 而 
IT» — Tel < Ll — «ll. 


这 表明 了 是 压缩 映射 ,根据 Banach KARA CHE T" TE Clara] 
上 存在 唯一 的 不 动 点 , 即 存在 唯 一 的 y. EECa a JU FE 


y») m» [fers Goods. 
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从 而 六 6Cz) 是 初 值 问题 69.1) 在 Lee 上 的 唯一 解 ， 
芳 四 一 0, 则 定理 得 证 . 否则 , 取 


a © min(a, t ip). 


TE 3S (0475 A; np uE O EA AUR 
|y! = fin. y) 
(yla) 7 yıla) 
fel a cas 存在 唯一 解 %(z) 由 唯 PERII. laai] Evo C 
yiGO. 令 y GO = yi GO s W E FU fu] O. Df Eau] EHE — 
解 ，. 
É 4; 一 8, 则 定理 得 证 . 否则 , 取 


1 
z^ 


ü, = min(as 十 
按 合 样 方 法 可 证 明 初 值 问题 
y = fry) 
iy Cas). = ys Cas) 
Ela as E TEXETE M RR y C HE Da as] E ys yr), E 
拓 y(zr) 使 其 在 Lesyes] 上 等 于 mm(z), 则 它 是 初 值 问 题 19. DEG, 
aj] ER ME — fe. 
如 此 继续 推演 ,最 终 可 将 y Ca bd La ,加 上 , 它 是 初 值 问题 
(9. 1) 的 叭 -- 解 . WEHE. 
in Co. 1? 式 中 的 方程 是 某 种 特殊 类 型 的 常 微分 方程 ,如 线性 
方程 ,可 分 离 变 景 方程 等 , 则 可 通过 分 析 方 法 求 出 它 的 通 解 ,再 由 
初始 条 件 确 定 其 中 的 任意 常数 ,得 到 初 值 问题 解 的 解析 表达 式 . 然 
而 ,工程 技术 中 所 出 现 的 微分 方程 往往 很 难 甚 至 不 可 能 求 出 它 的 
解析 解 ,只 能 用 近似 方法 求解 , 近似 解法 主要 有 两 类 ,-- 类 称 为 近 
” 似 解 桥 方法 , 它 能 给 出 解 的 近似 表达 式 , 如 级 数 解法 和 逐次 遏 近 
法 . 另 一 类 近似 解法 就 是 本 章 所 要 介绍 的 数值 解法 ， 
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— xr SC (B REC 9 EAR 18 53$ (5 
MER Lab] E 一 系列 节点 
a — Aug «gm, «Lot xL GEN — d. 
首先 通过 一 定 的 方法 把 连续 型 问题 (9. 1) 在 给 定 能 节点 上 离散 化 ， 
得 到 一 个 差分 方程 (一 般 为 代数 方程 ) 的 初 值 问题 . Pe LAS y Pi 
求 得 初 值 问题 (9,1) 的 解 yCxr) 在 节点 处 的 近似 信 . 这 就 是 数值 解 
法 的 基本 思想 . 通常 用 yw 表示 yr,) 的 近似 值 ,n= 二 0,1,…,N. 相 
邻 两 个 节点 之 间 的 距离 hona 7c 称 为 步 长 .一般 地 , 步 长 到 为 
常数 六 , 即 取 节 点 为 等 距 节点 
TY, = Ty H nh, n= 0,1,--,N. 

基本 的 离散 化 方法 有 三 种 :数值 微分 法 ,数值 积分 法 和 Tay- 

ior 展开 法 . 


1. 数值 微分 法 、 
数值 微分 法 是 用 数值 微分 公式 代替 微分 方程 中 的 导数 ,把 方 
程 离散 化 ， 


如 果 用 两 点 数值 微分 公式 

y’ Crn) —L Gua )—yCr.2J) UE AY GO 9 E Cx, P A PP 
代入 (9, 了) 的 方程 中 得 到 

Plan) = yL) + hf Gv yx.)) 十 lay. 
TERT | 
£j 一 QU»). 
得 到 
DZ yx) H hf Guy G2). 
由 初始 条 件 y(tzo) 二 yo 出 发 ,用 此 公式 可 递 推 求 得 veo mu (o 
MEET S 1 2 N BIER] E HE ZA A 
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Mea cox d Af Cry, n = 0,.l1,o.N — 1, (9. 2) 
9 求 得 w(x) 在 各 节点 处 的 近似 值 . (9.2) 式 称 为 求解 初 值 问 题 
(9. DHJ Euler 客 式 . 由 Euler 格式 确定 的 数 信和 解法 称 为 Euler 方 
Euler 方法 具有 了 明 电 的 几何 意义 . (9.1) 式 中 微分 方 理 的 解 在 
| xy 半 面 上 上 是-- 族 积分 曲线 ,积分 曲 
线 上 任 一 点 Cr,y) 的 斜率 恰好 等 于 
FG p HJIR. ELA Cro) BAR AY 
| HHR Ep f A Co. 1) 8 E. Euler 
| 方法 的 求解 过 程 是 :首先 在 初 始点 
Pigrovyo) 引 该 点 的 积分 由 线 的 苇 
us | 线 , 即 作 斜 率 为 fn v 83 (CER. 
让 NDS i 一 bran Bb 81 53 5 RE 815) 
9-1 出 线 相交 ,交点 的 纵 坐 标 即 为 yi. 
再 过 点 B(x,y1) 作 经 过 该 点 的 积分 曲线 的 切线 , 当 xz 二 x, 时 它 与 
又 一 条 积分 昭 线 相交 ,交点 的 纵 坐 标 基 为 vu. 如 此 继续 作 下 去 ,得 
到 ER P Pee Pa, W R-1. gré D e EXPE S EU DA AI ve 
yit ys MEH Euler 方法 求 得 的 数值 解 .因此 ,Euler 方法 又 称 
35; Euler 折线 法 . 
如 朵 用 二 点 数值 微分 公式 
y! GO dc Gua) — yG a I4» 6) EE lEn Ent) 
f 8 A TEHRI T LR 
yetar) 一 yz) 十 Zhf lens y 十 Bh CE). 


& Aq 9 并 用 Yni Yn 和 2 分 别 代替 YÊ Tai ) y Go RI 了 了 (ni 1) 
得 到 差分 方程 


Yari 一 Ya- 十 2Ahf C, Ya). (9. 3) 
T8 


CS Euler 格式 的 主要 区 别 在 于 用 此 格 武 计算 w-' 时 不 仅 需 要 y. 
的 值 ,而 卫 还 需要 y. BRL. 如 果 一 个 数值 方法 在 计算 w+ 时 只 
到 的 值 , 则 称 它 是 单 步 法 ;如 果 在 计算 y;: 时 要 用 到 y+1 以 前 
数 个 值 , 则 称 它 是 多 步 法 . 由 (9. 3) 式 所 确定 的 数值 方法 是 -- 步 法 . 
本 书 只 讨论 单 步 法 . 


2. 数值 积分 法 
将 * 
y! = f(x,y) 
在 区 间 [zxfyzs+] 上 积分 ,得 到 
YT 一 yG = [7 ros yc»às. (9.4) 


对 右 端 的 积分 用 数值 积分 法 计算 其 近似 值 ,例如 用 梯形 公式 得 
T Saya Dda e 7 Uf Gy) + f Ga Ga, 


代入 (9.4) 式 ,并 用 y. FI ya SIME y GI ye, 0 ,得 到 差分 
方程 : 

yet my Uf Go yd Gs yu. (9. 5) 
(9. 5) 式 称 为 求解 初 值 问题 (9. 1) 的 梯形 格式 . 这 是 一 个 两 端 都 含 
有 +1 的 方程 . 这 样 的 计算 格式 称 为 隐 格 式 . 右 端 不 含有 w+ 的 计 
算 格 式 称 为 显 格 式 . Euler 格式 (9.2) 和 格式 (9. 3) 部 是 显 格式 . 用 
隐 格 式 求 w+ 时 , 需 解 代数 方程 , 当代 数 方程 是 非 线 性 方程 时 , 通 
常 采用 数值 解法 . 

3. Taylor 展开 法 

如 果 初 值 问 题 (9. 1) 的 解 yO MRR /(z,y) 是 充分 光滑 的 ， 
利用 Taylor 公式 得 


YL La) = yO) H hy! G2) + ih» (x) 十 …， 


1l Da) 1 
ul Ta a LE COUNT 


A? Kaye 1) (En) 
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ris yCr, ) xn hf Cr, * Y Ca, ) ) + 3, ht Ca, 1 YZ X} ) 


xpowab a a H9 agli a5 


SM pti fe» Ey 
T (p d D? 1 4-205 T0 ))， 


Hog Ee nouns D. BEREIT HIH yy 和 yw 分别 代替 y Goo f 
MG ) ,得 天 其 分 方程 


yo ry) 


doc 十 lpo s CÓ PN. (9, 6) 
pt 


(9. ORE ARAE UNEO. 100] Taylor 格式 . 94 pp 二 1 时 ,Tay- 
lor 格式 成 为 Euler 格式. 因此 ,Euler 格式 也 证 用 Taylor 展开 法 
得 到 ， 
三 .数值 方法 的 截断 误差 与 阶 
求解 初 值 问题 (9.1) 的 数值 方法 其 截断 误差 的 分 析 是 比较 复 
杂 的 . 这 里 我 们 仅 就 旺 式 单 步 法 加 以 讨论 , 显 式 单 步 法 的 -- 般 形式 
为 
C Yua cm Ya hg(n sy. (9. 7) 
其 中 pr,y;h) 是 其 变 元 的 已 和 刘 连 续 函数 , 它 依 赖 于 FR BLUR SE 
Tt SRM EUR A. 
定义 9.2 设 y(z) 是 初 值 问题 (9. DIRE. y. 0.1, ND 
Rn dp o. DRI KUENE, P 
€,11 7 XE 77 n1 
为 计算 格式 (3. 7) 在 xs 处 的 整体 截断 误差 ,而 称 
£a 5 y Qua) m yC) — hg, YLT) A) (6.8) 
为 计算 格式 (9. DIE zh 处 的 局 部 截断 误差 . 
SECO RAE ess ,不 仅 与 第 w 十 1 步 的 计算 有 关 , 而 且 壕 与 以 
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前 各 步 的 计算 都 有 关 . 
由 (9. 8) 式 得 
IEn) = GO F Agir yn h) el (9.9) 
与 (9.7) 式 比较 可 知 , 当 ya = y GO BE y Gai vua 6n 因此 ， 
局 部 截断 误差 641 是 在 e.==0 或 者 说 第 呈 步 及 以 前 各 步 都 没有 误 
差 的 条 件 证 ,用 (9.7) 式 近似 计算 y Goa UTENTI. 
如 何 用 局 部 截断 误差 估计 整体 截断 误差 ,有 以 下 结论 . 
定理 9.2 设计 算 格 式 (9.7) 的 增 量 函数 ”在 区 域 
N = {rsy A)| Cry) € Dh € (Q,h,]i 
上 关于 y 满足 Lipschitz 条 件 , 即 存在 常数 工 >0, 使 不 等 式 
(Kry A) 一 Krz, HI SLE y—z| (9. 10) 
tr Q 上 成 立 , 此 处 a 029 AR 如 果 存 在 常数 emo. Ef A 
格式 C9.7) 的 局 部 截断 误差 
| le.| sich? — 1,2, N, 
则 其 整体 截断 误差 
|e,| & |eole ^7? 十 了 ee Seres qa 
i n= 1,2, r, N, (9. 11) 
从 而 当 e, 0B] e= OCh). 
证 HO. 720,9. 9) 和 (9. 100 3048 
jen |= |y) ~ ynl 
(YET) 十 APCE, a y Gru ao) F €, 
— Ya T Agi aya 
S |s,| + |». -1 rs] 
EJ mex i YCE) PT 一 Cr 1 yuh) 
S cg 4- (1 F AZ) le... 
继续 推演 ,最 终 得 到 
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le, | ch^ IL HRL HP HALY ies 


£—ü 


«uiua dh 


FEX necs p 


G- AL? zd nig «e o, 


Bn 
|e, | « le, let“ LS P EM REY, 
A» e,250, Bi EC ff e OQ. WERE. 


定理 9. 2 表明 ,如 果 增 量 苹 数 oak DOMO EXT y WE Lips- 
chiz RIF. HIRE HETI, BI es y Gr) — yv 770. W e 
E = ORY), n= 1,2, N 
可 入 得 到 
e, =O, n-—]1,2.:—.N. 
一 般 地 ,有 如 下 关于 数值 方法 阶 的 定义 . 
定义 9.3 如果 初 值 问题 (9. 1) 的 数值 方法 (9.7) 的 局 部 截断 
X XS 
& = OC D, n — 1,2. N, 
WTR RRO. DEA p 阶 精度 ,或 称 数值 方法 C9.7) 是 p 阶 方 
ik. 
3 y" G0 Ela b] E EL Euler FEO. 20 86] FD LIBE UR 
En = OC), n-—10.2,.N, 
[4 3E Euler 方法 是 一 阶 方法 . 
当 y^ "Or )ME[a b] EAR RIT, Taylor 方法 (9.6) 的 局 部 截断 
& = OCR, n 1,2, N, 
因此 它 基 二 阶 方 法 ， 
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$9.2. Runge-Kutta FIA 


按照 前 一 节 的 讨论 ,Taylor 方法 (9, ORA p PREX. 因此 ， 

_ 误 : 殉 了 使 数值 解 具 有 较 高 的 精度 ,应 取 较 大 的 户 值 .但 是 .由 (9.6) 

式 可 以 看 出 , 当 训 >1 时 ,每 一 步 的 计算 不 仅 需 贤 计 算 FO yd] 

a. 还 要 计算 在 点 (zyy) 的 直到 pp 一 1 阶 的 导数 值 . 当 了 的 结构 
比较 复杂 时 ,这些 数值 的 计算 将 要 加 大 方法 的 计算 时. 

Cw Runge-Kutta 方法 是 Ea DASR YE. 它 把 

HRAN PERAK S EE AWE E, HE He SO KIE An 


Yari = Yn HAX K; 


p 
MES. 

O KSS Eya) (9.12) 
f K, =fr, tah, y+ SABK, =? PLE 


QUODAM OM NAR PIT 
的 计算 格式 避免 了 求 导 运算 ,又 具有 较 高 精度 ,因此 站 较为 实 用 的 
方法 ， 
一 ,二 阶 Runge-Kutta 方法 
,ry 当 + 一 2 时 ,《9. 12) 式 即 为 
Ae Yan 一 加 十 下 (四 天 十 oK) 
o g. k = fG, y) (9. 13) 
EET K, = f(G, + oh ,y, -+ ABK.) | 
7? 44 Taylor 公式 得 
VE EK, — flas yo) + h CaS Gy + BK S s 2 + OH). 
p “于 是 ,计算 格式 (9. 13) 又 可 写成 
EH nd Dart = Ya F Gay d ox hf C Ens y.) Hanh? f Cr, s yu) 
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+ Be h* f Cx, Nn f Cx 十 人 CR) (9 
Ki ov GO TE r, 展开 为 二 阶 Taylor 公式 得 


yGr, |) m y Gr Af (Gr, y Cr, VH RCS, yr) 


6th VOR E CL dui. 


比较 (9. 14) 5 (9. 15) 式 可 以 看 出 ; 如果 选 取 GA ts» 和 g PA 
3 l>? (€ 


WI RI y, GELS y CoL B ERR ER 38 O CAD BE IE SE H5 
13) 具 有 二 阶 精度 , 此 时 由 (9.13) 所 确定 的 数值 方法 称 为 
Runge-Kutta 方法 ， 


方程 组 (9.16) 的 解 不 是 唯一 的 .车 取 ww 一 十, 则 一 祁 ， 
一 1. 于 是 有 计算 格式 
We tx, ARD 
K, = fi, s Yn) ( 
K; 一 fG, + hy, + AK, 
(9. 17) 式 称 为 改进 的 Euler 格式 . 
ER 人 1 一 0， 则 | oz 一 ya 一 及 一 ,得 计算 格式 
Nna-1 = Ya 十 AK, 
Ki 一 f(r y.) | 


K, = fG, 十 Los 十 KO 
称 之 为 中 点 格式 . 
例 9.1 用 改进 的 Euler 格式 解 初 值 癌 题 
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a -e z 
Pors — 2>, Ox ral 
y y= 2 x E! 
XQ 一 了 
RO ”改进 的 Euler 格式 为 


n d. xc 
pct o obo 
1 | ; 
K, = y~ t 
i | 
h 
RA EE uA 


PK 4==0.1, 初 值 y=1, 计 算 结果 见 下 表 . 


A d n ^ y M Cr, ) 
-095509 1.095445 


- 48324€ 


.184096 183215 


bas 
ct 
en 
[ov] 
üi 
一 
Eur] 
r= 


- 548193 


. 266201 . 264911 1. 615476 1. 612452 


- 343360 - 341641 1. 678168 


= 


,673320 


. 416402 -414214 


. 737869 . 732051 
问题 的 玲 确 解 为 v GO — V1-—2x. 为 了 便于 比较 ,家 中 到 出 了 
在 各 节点 处 取 到 七 位 有 将 数字 的 数值 . 

二 、 四 阶 Runge-Kutta 方法 

Nb r 一 4 时 ,(9.12) 式 为 


(ep = y, FACK, + ou K, wk + o4 K,) 
: K, = Tib) 
K, == fon T a, y, 十 hg, K) 


A fir, + ash A 十 hg K, T hg. K,) 
m= f (a, 十 NI sYa + hg, K, 十 AB,,K, ns ABK.) 


. (9. 19) 


B 
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A BRL Ur TÉCE DAI EE SR SEP L A AI DA TRES: T LAE BH 25 (9. 19) 式 
HOA o, e 和 8 满足 特定 的 11 个 方程 式 组 成 的 代数 方程 组 ， 
时 ,由 (9. 19) 式 所 确定 的 方法 是 四 阶 的 , 称 之 为 四 阶 Runge-Kutta 
方法 . 问 样 地 ,出 于 代数 方程 组 的 多 解 性 ,可 以 得 到 一 系列 四 阶 
Runge-Kutta 方法 . 下面 给 出 两 种 常用 的 四 阶 Ronge-Kutta 格式 ;, 5 

标准 Rungc-Kutta MIN: M: 


h " 
Yarl S Y. tg + 2K, + 2K, + K,? gt. 
= Ma co | " 
h WT 
4K f, $55 HFK) (9. 20) 
K: == {Cr + Ao. 十 gE) - r 


K, = f(x, H hy, + AK3) $: 
Gill 格式 : d EE. 


»—»EUGE- V 2 ) 天 ,十 (2 十 /2)K, FK 2s "s F3 
K T um ) 
= fir, + PEL EX A ) 
y 1 (9. 21) 
. h 3 一 sos i 
Kysfa, tpat 4 laK, + MM - 
A à y 


例 9.2 用 标准 Runge-Kutta 1 的 初 值 问题 
AE ”计算 格式 为 
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yam v + (K, + 2K, + 2K, + Ko 


k En 
K =y T 
2r, +h 
K= y + LK Aat 
Yt FE 
di P 
K; = yr 十 İk, E zt + 
Jat 25: 
" 20, HA) 
K, = y, 3 AK, y. HAK, 


取 步 长 4h 二 0.1, 初 信 %=1 ,计算 结果 见 下 表 . 


1. 095446 1. 673325 


1. 183217 1. 732056 


1- 264913 1. 549197 


1. 341643 1. 612456 


与 精确 解 相 比 , 这 里 所 得 结果 都 已 经 准确 到 小 数 点 后 第 5 位 ， 
与 例 9. 1 的 结果 相 比 ,标准 Runge-Kutta 格式 求 得 的 数值 解 比 改 
进 的 Euler 格式 求 得 的 数值 解 精确 度 提高 了 很 多 . 


89.3. 收敛 人 性、 稳定 性 与 误差 控制 


收敛 性 和 稳定 性 从 不 同 角 度 反 映 了 数值 方法 的 可 靠 性 . 只 有 
既 收 敛 又 稳定 的 计算 格式 才能 给 出 满足 精度 要 求 的 数值 解 , 如 何 
使 数值 结果 的 误差 满足 事先 给 定 的 精度 要 求 , 是 数值 方法 需要 研 
究 解 决 的 一 个 实际 问题 . 本 节 将 就 初 值 问题 (9. 1) 的 数值 解法 中 的 
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以 上 问题 加 以 讨论 . 

一 、 收 敛 性 

定义 9.4 对 于 初 值 问题 (9. 卫 的 -个 数值 六 法 ,如 果 对 任意 
国定 的 节点 onu mro nA M homi Va >y ETna? Wi fr 77 3E 
收敛 的 . 

根据 定理 9.2, 得 到 判 时 显 式 单 步 法 收复 性 的 结论 . 

定理 9.3 AREARE O. DAYR AR p ER O $ 
KT y WE Lipschitz J& fF , H HERRER 

£ — Q^). pl no 12N 

则 该 方法 是 收敛 的 . 

推论 ” 设 初 值 问题 (OO. DEKR SGD D EXT y iE 
Lipschitz 条 件 , 则 标准 Runge-Kutte 方法 是 收敛 的 . 

证 ”标准 Runge-Kutta 方法 是 四 阶 的 方法 ,由 年 理 9. 3 ,为 证 
明 此 方法 收 仇 ,只 需 证 明 相 应 的 增 基 函数 在 台 上 关于 y HAE Lip- 
schitz 条 件 . 

标准 Runge-Kutta 7r 1E 8238 Bt eR cA 


pir, y h)= LOK ayh) J-2K ACER 


+ Z2K.G y. h) 十 K,Gr,y ,A23 E 


其 中 
KiG. yh) = his 


K,G, y) = flr + > od AK, (ry), 


K;G.y,.À) — f + Ay -F Ë Key h), 


KG, yh) — flx + hry HAK, Qr y, A). 
由 FE D EXT y WE Lipschitz 茶 件 可 知 , 存 在 常数 
工 之 0, 使 得 在 人 2 上 
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IKiGz, y, kh) — K,aGz,l S L|y—z|, 
| Kr , y A) =r KG ,z,A)| 


] A. . 
de A Ky (x ,yh)] — te + TK aeh]; 


<ly elt y kik Gr, y, 9) — K,G,z,5)]2 


ICs IAD|y— z|. 


类 似 地 ,得 到 
|K, Cry, h) 一 R 


esegue > Ki (xr, yh) — KiG,z,h2]J 


E OS lar x: lypoy|py — z], 


IK Gr, yh) — KG z,&)| 
S Ly 2i z| + AIK; Gr, y, &2 n K.Gr,z,h).J 


KLA AL AU + AWI y — 2l 


从 而 ,在 如 上 
Igi xr. v.h) — qXx,z, A5] 


« LG TAL LE L+ A Jly— z| 


2 
TON doy xp 了 了 373 ur. 
<LO 十 TAL 十 DeL + ŠAL y z|. 


这 表明 pGr y AD YE 2 EXC y WE Lipschitz 条 件 . 证 毕 . 
二 ,稳定 性 
求 初 值 问题 (9. 1) 的 数值 解 时 ,很 难保 证 每 一 步 ( 包 括 初 值 ) 的 
计算 都 是 精确 进行 的 ,常常 会 产生 会 入 澡 差 . 而 这 种 含 人 误差 对 以 
后 各 步 的 计算 结果 都 会 产生 影响 . 因此 ,如果 计 算 格 式 不 能 有 效 地 
抑制 这 种 误差 的 传播 ,将 会 使 得 到 的 数值 解 失去 可 靠 性 . 稳定 性 问 
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题 就 是 要 研究 这 种 误差 的 等 揪 能 否 得 到 控制 . 
假设 按 某 种 方法 求 初 值 问 题 (9, 1) 的 数值 解 .用 为 和 yw 分别 
表示 解 yGOXdE TX x, 处 的 实际 计算 值 和 (理论 上 的 ) 数 值 解 , 称 
6, = $,— y, 
为 节点 x 外 数值 解 的 扰动 . 如 果 在 某 个 节点 zx, 处 数值 解 的 扰动 
6, 天 0, 即 使 以 后 的 计算 过 程 都 是 精确 地 进行 的 ,由 人 也 会 引起 以 
后 各 节点 处 的 数值 解 产 生 扰 动 . 如 果 由 每 一 个 节点 x 处 数值 解 的 
1.250, 引起 的 下 一 个 节点 xz 处 数值 解 的 扰动 8 都 满足 
l1] x 13。|， 
则 出 任 一 节点 z 处 数值 解 的 扰动 2. 引起 的 以 后 各 节点 z 处 数 
值 解 的 扰动 o, 都 满足 
lé. S dôa] n= mln t 2ye N, 
J.2 85 P386 080 Pro]. ARA FARE PEBER. 
定义 9.5 按 某 种 数值 方法 求 初 值 问题 (9.1) 的 数值 解 时 ,如 
果 由 任 一 节点 xz, 处 数值 解 的 扰动 2, 引起 的 下 一 个 节点 z,; 1 处 数 
值 解 的 扰动 9. 都 满足 
[Gl S 16,|, 
旭 称 该 数值 方法 是 绝对 稳定 的 . 
数值 方法 的 绝对 稳定 性 ,通常 用 试验 方程 
y! = ày (9.22) 
来 讨论 ,其 中 a 为 常数 , 选择 此 方程 的 理由 ,一 是 它 比 较 简 单 ,容易 
作出 判断 . 男 一 个 理由 是 ,一 般 初 值 问题 (9. 1) 的 方程 可 以 局 部 线 
性 化 为 这 种 形式 .事实 上 ,在 点 (zy ?的 某 邻 域 ， 


3) 一 rn) 十 《xz 一 z) 


af 
十 《3 一 323 


| CE x, 


Les. 


Gr») 


略 去 高 阶 项 ,并 令 
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af 


由 一 
ay Gs ya 


代入 (9. 1) 式 的 方程 ,得 到 
af 


y = Ay F Fany) H Gaz T Ayn (9. 23) 
E A0, TEAEdS 
l.ef 
DONNER ; = E) E AF 
z = y + EÈ fy) + Cr — zt leon A 
方程 (9. 23) 化 为 


成 为 (9. 22) 的 形式 . 
例 9.3 讨论 Euler 方法 的 绝对 稳定 性 . 
解 ” 对 于 方程 (9. 22) ,Euler 格式 为 
ya = 《1 二 ha)y,. 
设 y 有 挑动 加 EH Ia = ya t En BEGE yn CS 56,11 变 为 
Frio M . 
Fai = OT RAJ. 
于 是 Sn = (HRAJ. 
欲 使 16,41| 志 16,| ,只 需 
|I +l 
因此 , 245 
«che 


时 Euler 方法 是 绝对 稳定 的 . 
例 9.4 研究 改进 的 Euler 格式 的 绝对 收 合 性 . 
解 ” 由 (9.17) 式 得 方程 (9. E Euler 格式 为 
Yaa 一 《1 十 和 十 IA. 
设 y, 有 扰动 6, REO y, = y. 4-9, wa Yi fS 6 A8 
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Xam ORAE Ty. 
于 是 
a — HAE ILEADA. 
^ 
LA lagi, 
TES 


echec A ; 


故 当 步 长 BOCA T BERGE Euler 方法 是 绝对 稳定 的 . 
对 于 标准 Runge-Kutta 方法 ,可 以 证 明 当 步 长 满足 
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T c CE i e 


时 方法 是 绝对 稳定 的 . 

三 , 误 莞 控制 

由 (9.11) 式 可 知 , 当 @ 一 0, 即 初 信和 是 准确 值 时 ,pp 阶 显 式 单 步 
法 (9,7) 的 整体 截断 误差 为 

le] x D (eio — 1). (9. 24) 
这 个 结果 虽然 给 出 了 误差 的 估计 方法 ,但 由 于 其 中 的 c 和 工 不 易 
售 计 ,因此 是 不 实用 的 . 下 面 介 绍 一 种 实用 的 误差 控制 方法 . 

设 方 法 (9.7) 是 DNH, Fa ED ERE p+ 
续 偏 导数 , 根据 Graga 定理 (和 参见 [17]) ,在 zf 处 的 数值 解 yon 
准确 解 y Cr L0 28 DCN 

yN yx) = PCr dht T Ou). (9. 25) 
其 中 Guo o5 A RX PKI MRES, UR 
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mi 
INP — sGao = PaE) Fon. (9.26) 
(9. 25) 5 (9. 26) 两 式 相 减 ,得 到 
yt, — JP = A Een DA H O. 


由 此 得 到 


un CAI o QO/25 
OEA MT LC (9. 27) 


(9. 27) 式 给 出 了 整体 截断 误差 yA — y(z 的 主要 部 分 
Reed 5 | 的 估计 方法 .用 它 可 进行 事后 误差 估计 . 当 给 定 计算 


DTE EAE E RR Cor 1:3 07 2 E en ES 
le | ZE, n—0,1,--.,N—1, 
取 一 个 步 长 进行 计算 , 减 半 后 再 进行 计算 . 如 果 


(h) 2 QCA/2) 
I e RE «s, n—0,,.,-,N—1, 


则 可 用 VAPEN y Gru. 否则 , 步 长 得 次 减 半 进 行 误差 估计 , 直 
至 满足 精度 要 求 为 赴 . 


§ 9.4 一 阶 方程 组 与 高 阶 方程 


一 、 一 阶 方 程 组 
一 阶 常 微分 方程 组 初 人 问题 的 一 般 形式 为 
M" = f rye ym) 
; : (9.28) 
y; (a) = yug) 2c l.2,t,.m 
引进 向 量 记号 | 
J= (9i s Noo ttt Ym) Yo = CYior Vaos "r Yma)» 
F= Qf. fasts In) 
则 初 值 问题 (9. 28) 可 表 为 | 
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E F(zr, 
b pru (9.29) 


yla) = yo 
如 果 在 md 188 DES, 
D-—i(G.yz€iía.e6), yE R”) 
中 ,F(zr,y) 连 续 , 且 关于 yy 满足 Lipschitz 条 件 
[EC — FG s Ly — zll, 
XB L>0E Mg, RP MTS SECO. 29) 在 [a,6] 上 存在 唯一 解 
三 y(z). 这 时 关于 m 二 1 时 所 建立 的 各 种 数值 求解 格式 都 可 以 应 
用 于 方程 组 (9. 29), 只 需 将 其 中 的 函数 y 和 了 改写 成 相应 的 向 量 
形式 即 可 . 
例如 ,方程 组 (9.29) 的 标准 Runge-Kutta 格式 为 
pn = ROG + 2K, + 2K, KO 
K, = F(z,,Y,) 


K, = FG, 十 全 i ; (9. 30) 


Ky c—F GB Ao» ika 
R en 


用 yasKi Kus Kal Kan BRR YoK, „K2, KÑ KK, 的 第 - 个 分 
量 , 则 (9. 30) 式 的 分 量 形式 为 


A - 
Mii DT acts Ka CT2K;T2K54TK4) 
Ka fins yn Yans’? Ym) 


Ka f GT yu En € Ym HEK m) -O (9.3D 


` h 
Ka—f GV , yu Eae Yu KO 


Kj, f, Cr, +A, Yin FAK: pas m FAK m3) 
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1$—1,2,0*,m. 
TIR SCR WT END EU RAEULER O. 31) 的 计算 过 
Ti. 设 有 初 值 问题 
y' 一 zyz) {ya) = yo 
2 = g(r,.y.z) ' ls 三 


它 的 标准 Runge-Kutta 格式 为 
yea = ya + ÈK. + 2K, + 2K, + K,) 


n (9. 32) 
P =z + gU c 2L, 2L LO 
其 中 
(K; = fx,» Yna) 
Li SEU 
= d 十 二 Le» LES a d LO 
L,— gG, - 3, y, Kon EL) 
BM. gtr gn Za g^ 
(9. 335 


A A h 
— fix T 2" MN. 十 PEL E, 十 Fie) 


L = gta + F xc LK LL 


K, = fix, +h, y, t AK3, z, + hLs) 

L, = gra + hs ya HAK, z, 十 ALY 
利用 节点 c. 处 的 值 y,。 和 ”由 (9. 33) 式 顺 次 计算 出 Ki LK,» 
Li Ki Li KJ La IEA C. 322 CHI n] fg th y» o HI 二 的 值 . 


二 ,高 阶 方程 
已 解 出 最 高 阶 导数 的 m 阶 常 微分 方程 初 值 问 题 的 一 般 形 式 
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py m* = as yy ye. ptm a 
(yla) = ys. y' (a) = yippee 


3| yERLAE E 


yi Dla) 一 Pu y” Do 


VE = yi y b.e, Ya y'7 SUM 


先 将 其 化 为 ~… 阶 常 微分 方程 组 的 初 值 问题 


» = Ys 

yi = Ya 
ARR 

Ym-1 d Ya 


Xa. = fn. Y Yp y? 
Yla) = Yos yala) = Y gt g Yn (a) = Yo 
.然后 再 用 数值 方法 求解 . 
例如 ,对 寺 二 阶 方 可 的 初 位 问题 
Jy” = /ry y) 
i» = yo y! = yj 
jue a CE Sam 
y =z yla) = yo 
b —-fy)s Te m4. 
求 此 初 值 问题 数值 解 的 改进 Euler 格式 为 
Yan mb GG + Ka) 


in—11 


euam 2 + ÈL, + Lo 


K = 2, 

Li = f(x, yrs za) 

K= Za 十 AL, 

L, = f(x, + hey, + hKi,z, AL) 
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$9.5 边 值 问题 的 差分 解法 


常 微 分 上 方 型 的 边 值 问题 亦 称 为 两 点 边 乱 所 题 . 二 阶 常 第 分 方 
程 
y= fyy ), TE (ab) (9. 34) 
的 边 值 问题 有 三 种 ,它们 的 边界 条 件 分 别 为 
y(a)—a, y(D — f; 
»y'(a)-a, y (b) = B; 
y'a) — ayla) =a, y (G) + By) = f. - 
其 中 a20, p20, atp >. 以 上 三 种 边界 条 件 依 次 称 为 第 -一边 
界 条 件 , 第 二 达 界 条 件 和 第 三 过 办 条 件 . 相应 的 边 值 问题 依次 称 为 
第 一 、 第 二 和 第 三 边 值 问 题 . 
党 微 分 方程 边 值 问题 有 很 多 不 同 的 数值 解法 ,如 打 序 法 、 差 分 
法 、 有 限 元 法 等 . 本 节 只 介绍 方程 (9. 34? 进 值 问题 的 差分 法 ， 
差分 解法 的 基本 思想 是 用 差 商 通 近 导数 ,而 使 问题 离散 化 , 然 
后 再 求 出 解 y(z) 在 各 离散 点 x, LEHE y EHE yw- 
一 、 线 性 方程 边 值 问题 的 差分 格式 
首先 考虑 如 下 的 线性 方程 第 一 边 值 问题 
久 ”一 CCzy = fla), rE (a,b) | (9. 35) 
yla) =a, vb) =p 
EY ap 是 已 知 常数 ,aGz) 和 OORE EA ERAN, H g(x) 
20. | 
假设 边 值 问 题 (9. 35) 存 在 唯 -- 解 y y CO ,把 区 加 [Le 6 15r A 
N 等 份 , 其 分 点 为 
Z, =a -F+ nh, nc 0,1... 
其 中 步 长 hm PLA Qn ose ans MORE AER ons RI zw 称 为 
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边界 节点 或 界 点 . 
在 每 个 内 节点 zx; 处 ,利用 数值 微分 公式 
y (Ta) = FO Cn 1) 一 Zy CER) F oyGE-— hy E,), 


其 中 EE Cdn sZp41) :方程 化 为 


Xs rGs a) 一 2G) 十 yG 4) — gGOyG 


—Jd yd ij" d). | (9. 36) 


略 去 有 端的 第 二 项 ,并 记 Qa =G EEn) s fo = FG, 8j agna s 
y Go uy Gy DREAM. Yaris yes yai UE m 69 D E 


l 
pE Vata T EX E Yaa) quy, = Sas n —1,2,,N — ]. 


(9. 37) 
HARR ,有 
Y= a, yy =Ê. (9. 38) 
(9. 37) 1 (9. 38) zd BN HLERA yoyote yn 的 入 十 1 个 
方程 的 线性 代数 方程 组 , 称 为 逼近 边 值 问题 (9. 350 6 3€ 43 77 12 x 
差分 格式 . 被 略 去 的 项 
1 


,zc 
R, i (E) 


称 为 差分 方程 的 截断 误差 , 差分 方程 的 解 yoyi ,yw 称 为 差分 
e. 

差分 方程 建立 之 后 ;需要 解决 的 第 -- 个 问题 就 是 它 是否 在 在 
唯一 的 解 ,如 何 求解 . 另 一 个 问题 是 差分 解 的 误差 估计 与 收敛 性 . 
为 了 解决 这 些 问 题 , 先 给 出 两 个 重要 结论 . 

设 yes yon» 是 不 完全 相等 的 N 十 1 个 实数 , 记 

Yn) = Qi 一 名 3 十 can+ly (9. 39) 
n-1,2,.N—1, 
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其 中 系数 asso, sc, 满足 
(10 a1—cu-179, a,ZE0, 5,770. cZEO0, A122, NSO L; 
(2) Bers Ba io PEG, Hen, n2, 3 N —2. 
jg (9. 39) 式 号 成 矩阵 形式 为 


Cy) — h € i 21i 
Lly) "rn 一 b, Ez Xa 
[Cx 2 ân-  — by; CN—2 3N-z 
Cyu 12 UN—1 educa QN-1 


条 件 (2) 保 证 了 等 式 右 端 的 系数 矩阵 是 行 对 角 占 优 的 三 对 角 惩 阵 ， 
且 和 矩阵 的 第 一 行 和 最 后 一 行 是 严格 对 和 角 占 优 的 ， 
引 理 9. 1( 极 值 原 理 ) 如 果 
iyn) zz0, n—1,.2,,N— 1, (9. 40) 
则 yoyo nys 中 正 的 最 大 值 只 能 是 yo 或 yn; 如 果 
iy D 0, n=1,2, =, N — 1, 
则 yo» yis toys 中 负 的 最 小 值 只 能 是 yo 或 ww， 
证 反 证 法 . 设 (9. 40) 式 成 立 . 记 M 一 max y, ,并 设 M70. 
若 M 在 yi 达到 , 则 
(C2 — hy d cy S C b, d 60M «0, 
这 与 条 件 (9. 40) 了 矛盾 . 类 似 地 ,可 以 证 明 M 也 不 能 在 yw.1 达 到 . 若 
M 不 在 yosyis yucio yn 中 达到 ,而 在 yos yso tt ys s PIER] SO] 
FERD no Zn UN — 2. [818 y. — M. TE 3E Yn- E Yn PED 
有 一 个 小 于 M. 此 时 
LG) — au yi — En, Yag F Cu Ynti 
« (a, — b, -- c, 0M x 0. 
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3X 5 5 ae PE C9. 40}) 了 矛盾 . 从 而 引 理 的 第 -- 个 结论 成 立 . 类 似 地 ,可 
以 证 明 引 理 的 第 二 个 结论 . 证 毕 . 
推论 ” 设 2Cy,) 由 《9.39) 式 定义 , 则 三 对 和 角 方 程 组 
liy, d) = d,s n 1,2,",N— 1 
a =a, y c 8 ' 
的 解 存 在 月 唯一 ,其 中 a,8,d,(n 一 1,2,…,N 一 1) 是 已 知 常数 . 
证 根据 线性 方程 组 的 理论 ,只 需 证 明 齐 次 方程 组 
Ie m0, no1,,-—-,N—1 


Ye ys = 0 


(9. 41) 


REFA. 假设 方程 组 (9. AD ME yoyo ,yn 下 全 为 零 . 根据 极 
信和 原理 ,由 
(y) —0, n-—1,2,"*,.N— 1 
HD yoiyietm ys 中 正 的 最 大 值 与 负 的 最 小 值 只 能 是 yo 或 yw. 这 
与 Yo ya = 02f J&. 证 毕 . 
引 理 9.2( 比 较 定理 ) 设 usi suns 和 UUN 满足 
GG] iv), n=l2 N — l, (9.42) 
jusl Svs uw | S ux, (9. 43) 
其 中 ! 由 (9.39) 式 定义 , 则 
(n| Sv, n-0,0.N. 
证 由 (9. 42) 和 (9.43) 式 得 
Lotus EDO, n=1,2,* ,NO—1, 
vtt 0,  vucbuyzx0. 
于 是 ,根据 极 值 原理 得 到 
Ua E Q0. n—0,10],:5,N, 
yt Br 
|a, | SU, n = 0,1,-,N. 
证 毕 . 
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闫 分 方程 (9. 322 — (9. 38? 写 成 矩阵 形式 为 


a, 1 Eod d, 

l «e ł Yə d. 

| 1 Cw 一 I YN- | h` Fu 
1 GAN- N a 32 


其 中 
ai= — (2+q:h°), z 一 1 2 一 1， 
d,—h!f,—a, dy. LIGNES 
根据 引 理 9. 1 的 推论 可 得 如 下 结论 . 
定理 9.4 差分 方程 (9. 37D — (9. 38) 的 解 存 在 且 唯 一 . 
差分 方程 (9. 37) — (9. 38) 是 三 对 角 方程 组 ,可 以 用 和 追赶 法 求 
解 . 
定理 9.5 设 yoyo yw 是 差分 方程 49. 37) 一 (9. 380 的 
f. En = yr.) — y. n=l, 工 , N WAHA 
le.| < ŽO — a}, n = 0,1l, N, (9. 44) 
其 中 M = max |y” (x)|. 
证 ”考虑 边 值 问题 
二 一 Tha, r € (a.h) (itd 
vla) = v) — 0 
容易 求 得 它 的 解 为 
Mise. rp 
vilr} = 24^ Cr — a)í — x), 


其 最 大 值 为 


ab 


v 


M S NE 
I= gg^ (5 a). 
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边 值 问题 (9. 45) 的 差分 方程 为 


1 i pe M 3 
re MSN : (9. 46) 
Ug — Un 一 Ô, n—].2.-.N—1 


不 难 求 得 差分 解 


v, = U(XA,) = Hh, — a) (b — z), n = 0.1, N 
因此 
M 
0 Xu, X VLA (5 — a)’. (9. 47) 


另 一 方面 ,(9. 36) 式 与 (9. 37) 式 相 减 ,得 到 
a, = i y (E) | 


» == Ic T 2£, 十 8:3) aid 
n 一 1 2 — 1 


Eo — €, — (, 
与 (9.46) 式 比较 ,由 9,22 O78 v, 2018 
olg o 
G1 = LA! yd.) 
< Ža + quo, == 1), 


|El = Vys |En | = vu, n = 1,2“, N — 1. 


于 是 利用 比较 定理 得 到 


EA XU. 


s.. ,N. 


n = 0.1; 


再 利用 (9. 47) 式 得 到 
le.| < hb — a). 


出 估计 式 (9.44) 可 以 看 出 , 当 h 一 0 时， 
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E, = y(x) —y,—0, n-0,0,.N. 
B] 24 421€ A— 0B] , 2249 Jr HR C9. 37) 一 (9. 380 4] ff ur 283733 (E I8] ABT 
(9. 35) 的 解 . SL EH P. 6, O (A2 ,n 0,1. N BEDA FU Sce 2 T 
的 ,或 称 逼近 误差 为 O(h?). ; 
考虑 一 般 二 阶 线性 常 微分 方程 的 第 一 边 值 问题 
y +H py 一 qz) = fi, zr€(a,D 
A =a, y) = Rĝ 
其 中 plr) OF SOO E E 18 EE A R, E gCo. 与 前 
面 类 似 ,把 区 间 {a b] N 等 份 ,节点 为 
xr, a&-- nh, n —0,1,--N, 


， (9.48) 


步 长 h = 二. 在 每 个 内 节点 z, 处 ,由 数值 微分 公式 有 


YNE) = Ete) 一 2yG) + Ys) 一 iM y, 


y G2 = dra — 3G) — IY G0. 


HP £, 5, € Gio). 代入 方程 (9. 48) ;并 略 去 的 高 阶 项 ,得 
差分 方程 


m — 2Y, do 十 LAC 一 yi) — 94. = f. 


Ya =a, yu =Ê, n 1,2, ,N —1 
(9. 49) 
UB 5,—5GOqu—qGO fim f tn) ya H 2(zs) 的 近似 值 ， 将 
(9. 49) 式 化 简 整理 后 得 


h 
fo m F Pn) Yna 一 (2 + hand y, + (1 十 py = Anf. 


Yo = 8, yy = f, n = 1,2, -,N — 1 
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"3 LAE EP SACO 


a 


C1 


E 
b. 2 Ww € s Yx- h 


bua 


LYN.1 - d xa 


a,— —2—Bh'q;, i1,2, 7, N—1, 


b=1— ps iie N=] 
c1, 11.2.0. N —2 
4, — /pe 

M h 
dy 4 =h "nn i— Gy Ps- PIA 


假设 二 max a 利用 极 值 原理 容易 证 明 , 当 < 地 
差分 方程 (9. 50) 存 在 唯一 解 . 


例 5.5 


用 差分 方法 解 边 值 问题 
y"—yzz, Zr] 
yO) = 0, y1) = 1 


解 ” 取 步 长 上 一 0.1, 则 节点 
L, = 0.1», n = 0,1,*:,10. 


i cA 
一 一 -一 一 - E— 1 
0. Ti (二 Yn 十 Yn—1) Yn Q. m 
ys— 0, v-—1 
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A 一 1,2,:- 


,9 


AL 


T 
Rd 1 | 7] 0. 001 | 
| 1 一 2.01 1 Ns 0.002 | 
z | 
ES j- 
) 
] —2.01 1 ys 0.008 | 
1 —2.011 Lys) — 0.99]. 


用 追赶 法 解 此 三 对 角 方 程 组 ,得 边 值 问题 在 内 节点 处 数值 解 见 下 


0. 0704982 0.2991452 . 0. 5911353 


9. 1427014 0. 3869501 0. 7115574 


9. 2183317 0. 4836246 0. 8470435 


二 、 其 它 边界 条 件 的 讨论 
考虑 二 阶 线性 党 微分 方程 的 第 三 和 达 值 问题 


y" + pCx)y' — q(x2v = fi), x€(a,b) 
i (a) — yla) =a; y CDD) + Buy (0) = B, 
其 中 pCr) ,g(rz) 和 f(x) 都 是 已 知 的 连 绪 函数 , 目 «(x2 220. 按照 
前 面 的 方法 把 方程 离散 化 得 


1 l 
jin = 2 ys jr Ya-1) d Bh Pr a = Ya) ES Gyn < 一 FA 


» (9. 51) 


n= 1,2.-.N — 1 (9. 52) 
jx 3E 4 JE ERES ALES A OCA. 现在 的 边界 条 件 含 有 导数 ,也 
需 利用 数值 微分 公式 离散 化 为 差分 方程 . 为 了 得 到 与 (9. 52) 式 具 
有 同样 阶 数 截 断 误 差 的 差分 方程 , 需 采 用 三 点 数值 微分 公式 
y Gy Gi) dg C -3»Gi) Hy GO 7 GO2-00, 
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FON. Gy) m de Cr Gr — Ay Gs E 3 Gr 22-- O8. 
代入 边界 条件 得 差分 方程 
lc 3yo 十 4y4 — y: 一 Yı 一 an 
1 ; (9. 53) 
Dh On — Ayu-i 十 3ys? 十 foyyw = £i 


于 是 , 求 节点 zx 处 函数 值 y Cr SEALS v. 0,1, ND ,归结 
为 解 差分 方程 组 (9. 52) — (9. 53). 

对 于 第 二 边 值 问题 ,其 边界 条 件 的 处 理 方法 与 第 三 类 边界 条 
件 相同 . 

三 、 非 线性 方程 边 值 问题 

对 于 非 线性 常 微分 方程 的 边 值 问题 
y" = f(ix,y,.y'0, rE (ab) l ds 
yla) =a, yb) 一 月 
其 相应 的 差分 格式 为 


1 『 
feo — 2y. t y». 一 f, Enr Yezg Ou — Jr) 


* 


Yo = GyYN — B, n= 1,2, pe, N —1 
这 是 一 个 非 线性 方程 组 ,可 用 Newton 法 或 其 它 解 非 线 性 方程 组 
的 方法 求解 . 


J 题 JL 


1. 用 Euler 方法 解 下 列 初 值 问题 : 


=z 十 f. 有 [ 1l 
op mug E. 
y) = 0 
取 步 长 上 二 0.1: 
1 
hm d ute uy a,2 
of E T E 
?fi 一 一 了 
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取 步 长 站 一 0. 5， 
2. 用 改进 Enler 方法 解 下 列 初 秆 问题 : 
[y = r’? v. x€(Q0,1 
取 步 长 h-0.1; 
( 2x 
Jom 6T Be. v 0,1) 
22 E 
yo) =] 
取 步 长 A-—0.1. 
3. 用 标准 Runge-Kutta 方法 解 下 列 初 值 问 题 ， 


PII 3y 
of NE Fa? zE (0,1) 
y0 = 1 
REE A-0.2; 
Öö p = — 2y + 2r’ + 2x, r€ (0.0.5) 
y = 1 
pK A-0. 1. 
4. dE flr pÆ D= (Ga, y)|]z€ [a,&], y€ R EXT. y BÉ Lipschitz 2& fF, 
证 明 求 初 值 问 题 


(1) 


* 


, 


, 


? 


t ee zE (a,b) 


sla) = y 
数值 解 的 改进 Euler 格式 收敛 . 
5. 讨论 解 初 值 问题 
y =— 10y, r€(a,P 
bo 一 3 


B3 — ET Runge-Kutta 方法 的 绝对 稳定 性 对 步 长 的 限制 . 
6. 写 出 用 标准 Runge-Kutta 7r 1 f pE [5i Bl 
y! =— By 7x 
k = r’ + yz, zẸ (0,1) 
yC(D = 1,279) = 0 
的 计算 格式 ， 
7. 写 出 用 Euler 方法 及 改进 Euler 方法 解 初 值 问 题 
. - . 
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Gii 


y" siny = 0, rc(Q,D 
qun =], x»'(0-—0 
的 计算 格式 . 
8. 用 差分 方法 解 边 值 问题 
y'- (dac). i, r€QuD 
Po —], y(1)—3 


取 步 长 = 二 0.1. 
9. 写 出 用 差分 方法 解 下 列 边 值 问 题 的 差分 方程 组 . 取 步 长 4 二 0.2, 要 求 截断 
误差 为 OCA. 
D E - 4y = 1+ 2x, rE (0,2) 
y'O =l, y) -2 l 
(2) (9 + y" — ry! 3y = 6r ~ 3, zE (0,1). 
y0) — y' 0) =1, yil) 一 2 
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第 十 章 ”数理 方程 基本 概念 


数学 物理 方程 是 指 描述 各 种 自然 现象 或 物理 过 程 (比如 弦 振 
动 问题 ,热传导 过 程 .扩散 现象 等 ) 的 偏 微分 方程 ,在 实际 中 经 常 磁 
到 的 是 二 阶 线 生 偏 微分 方程 . 本 书 的 最 后 三 章 将 介绍 几 种 典型 的 
二 阶 线性 偏 微分 方程 在 不 同 条 件 下 的 求解 方法 ,为 此 , 先 叙 述 数理 
方程 的 一 些 基本 问题 : 偏 微分 方程 的 有 关 概 念 ;二 阶 线性 偏 微分 方 
程 的 分 类 ;典型 方程 所 描述 的 物理 现象 ; 定 解 条 件 与 定 解 问题 的 提 
| 


$10.1 二 阶 线性 偏 微分 方程 的 分 类 


一 \ 仿 微分 方程 的 基本 概念 
PPICRATIS NES M S SCR 21 R0 CN I n8 例如 


—0, (1) 


y s zfír,y ， (2) 


(3) 


"xs 


dv du 
2r? F dray: +2 = 十 ryv* = gí(e.y,.2) ` (4) 


(其 中 w= 二 u(xz,y) MM MER AMA EHEH; 
FG) g Ey DEE MRPO FREM 77 

偏 微分 方程 中 所 出 现 的 未 知 函 数 偏 导数 的 最 高 阶 数 称 为 该 偏 
微分 方程 的 阶 . 前 述 偏激 分 方程 (1) 和 (3) 是 二 阶 的 , 伪 微 分 方程 
(2) 是 一 阶 的 ,而 (4) 是 三 阶 偏 微分 方程 - 
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fj RE —- (86 08 75 ROUGE EIE E ARAS A E D tp Er a Sr CAD E R TE 
Jr s MEKE y f és i 8 A 38 s tL ROSE Am p CI CIS i in P f E 
数 洲 说 都 是 线性 的 , 则 称 其 为 抛 线性 偏 微分 方程 . 例如 方程 (1) 是 
线性 的 ,方程 (437 和 (4) 是 拟 线性 的 . 方程 (2) 既 不 是 线性 的 ,也 不 是 
氢 线性 的 , 不 是 线性 的 偏 微分 方程 ,就 称 为 非 线 性 偏 微 分 方程 . 


IPEER AR Z, L, AE TD 


dy ayar’ Dra3y 
uyo, 例如 方程 (3) 可 简写 为 
Uus. F u, = y, 
H — R n TERLER ES A 
FG, ,7,z,)u.u, yt uu Pu aua ttt POE = 0. 
如 果子 数 其 有 某 偏 微分 方程 中 所 需 的 各 阶 连 续 偏 导数 旦 能 
使 方程 变 成 关于 目 谈 量 的 恒等式 , 则 称 函 数 u 是 该 偏 微分 方程 的 
解 . 同 常 微 分 方程 类 似 ,一 个 偏 微分 方程 如 果 有 人 解 , 则 就 有 无 穷 多 
个 解 , 这 是 因为 偏 微分 方程 的 解 中 含有 若干 个 任意 函数 , 例如 ,对 
FEMER oC) 和 90D) ,容易 验证 4 一 a(x) 十 8(y) 都 是 二 
阶 偏 微分 方程 xs = 0 的 解 ;而 z= alz 十 y) 十 BG — y) 381877 
F U 一 vc 0 的 解 .对 于 偏 微分 方程 ,主要 是 研究 其 在 某 些 附加 
条 件 下 的 解 . 
二 二 阶 线性 偏 微分 方程 的 分 类 
二 阶 线 性 偏 微 分 方程 的 -- 般 形式 是 
ap 十 317 T ocu — f, (10. 1) 
其 中 asc. f WE BEE uno MOASBEEGJ-—12, 
…,n). 一 个 线性 偏 微分 方程 中 ,不 含 w 及 其 偏 导数 的 项 
f Ga a2 7 Xa) 称 为 自由 项 . 当 自 由 项 f= 二 0 时 ,就 称 这 线性 方程 
是 齐 次 的 ,否则 就 是 非 齐 次 的 . 
为 便于 研究 二 阶 线性 偏 微 分 方程 ,我 们 依照 一 定 的 原则 将 其 
110 


分 成 若干 种 英 型 . 方程 (10. 1) 中 含 二 阶 偏 导数 的 部 分 P Lacus. P 


为 主要 部 分 , 记 为 Lu. SRE u FALB NACRE 内 有 连续 的 二 阶 
偏 导 数 且 aij a5 »a;7] Q 上 的 连续 函数 时 , 若 记 
x y 
L= 2d 5 Irar 

则 荆 是 从 CC0) 到 C60) 的 线性 算 子 . 工 对 应 的 矩阵 A= La nxn TE 
NA 的 每 一 点 处 都 是 一 个 实 对 称 和 矩阵 . 根据 4 的 不 同情 况 , 将 方程 
(10.1) 分 成 各 种 类 型. 在 下 面 的 讨论 中 ;总 假设 2,0, 71:2. 
n). . 

定义 10.1 在 点 zeE8 处 , 若 4 的 =” 个 特征 值 都 是 正 的 或 都 
是 负 的 ( 即 4 是 正定 的 或 负 定 的 ), 则 称 方程 (10. Ve 5 dé o8 ER 
型 的 ; 

车 4 的 特征 值 中 至 少 有 一 个 为 零 ( 即 4 是 奇异 的 ), 则 称 方程 
(0. DE x 点 是 (广义 ) 抛 物 型 的 ， 

E 4 的 特征 值 中 有 m TASMA nom Tr Osim«0 ROB 
相反 的 符号 , 则 称 方程 (10. 了) 在 x 点 是 双 曲 型 的 . 当 m — 181.4 
狭义 双 曲 型 的 ,简称 为 双 曲 型 , 当 % 二 1 且 #4 一 m 沁 1 时 ,是 超 双 曲 型 
的 . 

当 方 程 (10.1) 在 A 的 每 一 点 处 都 是 椭圆 型 (抛物 型 或 双 曲 
ADH, WREE 2 内 是 椭圆 型 (抛物 型 或 双 曲 草 ) 的 . 车 方程 
《10.1) 在 区 域 吕 的 不 同 部 分 属于 不 同 的 类 型 , 则 称 它 在 Q 内 是 混 


aua. 
$8 10.1 判断 Tricomi 方程 
ys co CHP u —uG.y»D 
所 属 类 型 . 


解 ”因为 4=diag(yy*1) 的 两 个 特征 值 为 y> 和 1, 故 有 如 下 结 
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HT. 

A y> CHi. EE EFK A, C DS 

s= Cht, RI TE Or WE E E EE. 
当 y«cOMr WAE TEFEN A, SUE AST. 
:是 它 在 任何 跨越 Or 轴 的 区 域 QC E" PN Jb T IR TR. 

FAIRO De XE X aso G, j=l, ue c 都 是 当 数 ， 
时 称 其 为 常 竺 数 一 阶 线 生 偏 微分 方程 .此 时 , 它 在 区 域 Q 内 只 能 
E P-t RI. 

ie 10. 2 TUM NP LUTEA 


(2) ma Pado u.s) d 28 A u = 
uic vez uam, 
(3) u4 a Gus Fu) gr y D ISP uui yt):a701 
O10 ub yu 7 1, RB u—uG yz. 
E O Bi A-—diagXIo1. D T OE (IS S IE S77 Fd 
TREAD A 
(2) A=diag (0. —a^, —a^,—a^2)H — AER, 
7i ECT HD | 
(3) 4==diag(1, 一 好 ,一 a2? 有 …… 个 特征 值 为 正 ,其 余 两 个 
为 负 , 履 方程 专 于 狭义 双 曲 型 ， 
(4) 4 二 diag(1,2, 一 1, 一 5) 的 特征 入 为 两 正 两 负 , 故 方 
FEEN HUS. 
TAAGA DE 
uiter F aury 十 au, F ht, F hu, + cu = fizy) 
(10. 2) 
CEEP aua osaushi ocu f£ Té xy PODLAT RECOGE LEUR —Á RO 
型 .而 且 也 容易 判定 . E Aea 
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ax y , 
A = , detA = a,,8,; — af, = À Àz, 


故 方程 (10， Dk d detA 大 于 零 STEATE fia FS BU 
型 .抛物 型 和 双 曲 型 . 
三 ,二 阶 线性 偏 微分 方程 的 标准 形式 
为 找 出 各 类 型 二 阶 线性 偏 微分 方程 的 标准 形式 , 作 变 量 蔡 换 
eo EL Una. IZ 
JE HE 名 (zzre，……zo) 在 点 有 连续 的 二 阶 笛 导数 且 Jacobi 行列 


2. DE,E, tE) 
my i DG 5, x) 


因为 
3€, 
Hr, = E 


= = Yu ugt, E x T DE we j=l 2s 
a "n 
Da Gutes, 十 bas +ceu= f. 
此 方程 仍旧 是 线性 的 ,其 中 
b= 51525 a Sa , 


Æ Q. 


A dz cU Ord, 
一 3e, 3€, 
Qa = P» az, TH ) (— vessa C x ) 


值得 注意 的 是 ,主要 部 分 的 系数 在 变换 
E unn. ues quid 


下 的 变换 公式 (x ) 恰 好 与 二 次 型 aun, REC E Rc E ons 
换 
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下 的 变换 公式 相同 . 
我 们 知道 ,任何 二 次 型 ,和 07 部 可 经 过 一 个 适当 的 满 秩 线 


性 变换 化 为 规范 形 Yes ;其 中 + E KAORE IEE ADIRE S6 
三 1 或 一 1 且 由 惯性 定理 知 ， 1 和 一 1 的 个 数 是 … 定 的 ,由 此 可 知 ,在 
DEN NTEGER Ed 

e, — 一 exiis. ten) E = 1,2,17,2, 
将 方程 (10. 1) 化 为 下 面 的 标准 形式 


Doe 十 Shu, ceu f. 
因此 各 类 二 阶 线性 偏 微分 方程 在 点 的 标准 形式 为 : 
《椭圆 型 ) Mus A A 十 cx 一 二 


(抛物 型 ) pe Us) 十 Yan, 十 cz = f, Gn > 0). 
1 一 1 i=l 
OX B8 Was, = 2 ss 十 2 bus, J- cuf. 


〈 超 双 曲 型 ) 3 = > iss t Sibus T cu — f. 


di 一 四 十 上 


注 (35 0. 1) 在 区 域 吕 内 是 常 系数 线性 方程 时 ,可 以 用 
同一 个 常 系数 的 线性 变换 将 其 化 为 标准 形式 ， 

(2)34 (10. DE Q 内 为 变 系 数 方程 时 ,只 能 逐 点 将 其 化 为 标 
准 形式 ,因为 在 Q 的 不 同 部 分 ,其 所 属 类 型 可 能 不 同 . 

(3) 即 使 在 0 内 方程 (10. 1) 的 类 型 固定 , 除 za 一 2 外 ,一 般 也 不 
能 用 同一 个 变换 把 它 在 内 各 点 处 化 为 标准 形式 . 因为 主要 部 分 
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的 系数 矩阵 4 的 非 主 对 角 元 素 有 < 个 ,要 使 之 全 为 零 ,就 必 
须 满足 < 上 个 条 件 ,而 可 供 选 择 的 变换 函数 名 = 各 (z1,zs，…， 


x) 1,2, DARE n 个. ch SEES UR n 05 ,所 以 
一 般 说 来 ,不 可 能 选取 -一 个 变换 使 非 主 对 角 元 全 为 零 . 当 n— 3 时 ， 
BUR n 20 ,可 以 选取 一 个 变换 使 所 有 非 主 对 角 元 都 为 零 ， 
但 主 对 第 元 还 可 能 是 彼此 不 同 欧 . 然而 当 nn 一 2 时 , 即 对 于 方程 
(10. 2) , 却 可 以 选取 一 个 变换 使 之 在 人 内 化 为 标准 形式 . 
四 .两 个 自 变 量 时 化 为 标准 形式 的 变换 
两 个 自 变量 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 
ditis, 十 2a1u., 十 a25u,, F bu. T bzu, c = f 
(其 中 au .2:15,)a22 bi bo cs f UN xy EIER EO (10. 2) 
当 A = ah — anaa > 0 ET ROOCLBE PL ,其 标准 形式 是 
liu — üy = bu, + bu, + ĉu + Ff 
或 ug = Bius 十 Bu, + Cu + F; 
(M A =a ~ anag 一 0 时 属 抛物 型 ,其 标准 形式 是 
üm = Bue 十 Bou, + cu +F; 
4 A = ai, 一 anan <0 时 属 椭圆 型 ,其 标准 形式 是 
Ug 十 un = Bite + Bu, + Cu +F. 
下 面 求 将 方程 (10. 2) 化 为 标准 形式 的 变换 . 作 自 变量 变换 
[i = EEDA 
. 9 = (x,y) 
为 满足 方程 (10.2) 并 保证 变换 是 可 逆 的 , 故 要 求 Ely) gay) 
在 介 内 二 阶 连续 可 导 且 Jacobi 行列 式 


$, 
E D. 


z » 


Jo— der) 


于 是 此 变换 就 将 方程 (10. 2) 化 为 以 ,3 为 自 变 量 的 方程 
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Aus + 2A + Aut, = Bur By, + Cua +F. 
(10. 2' ) 
id GG gus tau, ) = Byte + Bity Cn tF, 将 它 写 为 
A use H 2A. + Anu =G, 
其 中 
A, = a4 8 + 2o,5€,£, 十 a4 8 

IB = dn 十 a CC,9, T Ea) F a5 £,9,. 

[As = auf + 26024, 十 ast 
若 将 其 与 各 个 标准 形式 比较 , 则 分 别 得 到 


A, 0 
f Ai; == Án — 0 i An = AR 7-0 
3 » , (2) Ai - 0, (3) A = 


LAs 0 cd 
由 上 可 知 , 为 得 到 方程 (10, 20 8] Um 

a2: d-2auzm,Qdanzhe0. eeeeee4 (xx) 

这 是 -AEREA 7r FE. 直接 求解 很 困难 . 但 求 它 的 一 个 特 

sw. 二 求 一 个 常 微分 方程 的 通 解 . EE DUE zer y EA 
EC x ) 的 一 个 特 解 , 则 有 

aug T 2a49,9, 十 app = 0. 
当 PE 


4 yc y Gee) qr y) =c TRE PIER ER AC S JU 


dy n» Q, Cr, y) 
dz Py x T2 m 
于 是 可 得 
id 2 d 
ail 2 — 2ay - + 7a 
一 (enf c e| 一 2au| 一 Eee) oc F 0, 
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Bl pery) =e 是 常 微分 方程 


r 2 I 
au| $2) — 2e4 93 as — 0 (10. 3) 


的 通 解 . 

反之 , 若 zy) 一 "是 常 微分 方程 (10- 3) 的 一 个 通 解 ,过 任意 
一 点 《zo，,yo) 作 方程 (10.3) 的 积分 曲线 Cr y) =pl ras yo — co TI 
该 曲线 有 


dy. $ 
dz g’ 
代入 方程 (10. 3) ,于 是 沿 曲线 gary) =c IFI Goo 0 RUE 
2 ` 
Gil z) 一 ani 一 | F ay = 0. 


因为 (ro,y) 是 任 取 的 , 故 e — eor y AERA RR C0. 

由 于 方程 (10. 2) 的 类 型 及 标准 形式 只 依赖 于 它 的 主要 部 分 ， 
而 主要 部 分 又 是 由 系数 su ,easyczz 完 全 确定 的 , 故 由 这 些 系 数 构 
造 的 常 微分 方程 (10. 3) 与 偏 微 分 方程 (10, 2) 的 主要 部 分 是 一 一 对 
应 的 . 因此 , 称 方程 (10. 3? 是 方程 (10. 2) 的 特征 方程 , 特征 方程 的 
积分 曲线 ( 通 解 的 图 形 ) 叫 做 方程 (10. 2)? 的 特征 曲线 ( 族 ). 特征 方 
程 (10. 3) 可 分 成 两 个 方程 


Para gi 
dy _ au t Nai — 492 (10. 3(1)) 
dr üy i l 


P 
2 

dy | 4i — Vai; 一 andz 

dr "I i 


34 A Sagana > 08] ,77 f£ (10. 3010) fl C10. 3(27) 都 有 实 
解 . 设 它们 的 通 解 为 Krey) —c 43 9G. y)—c. 此 时 方程 (10.2) 有 
取 变 换 二 gtx,y) ,y= 二 (x,y). 由 以 上 分 析 可 知 , 此 时 A = 
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(10. 3{2)) 


0,45, 0, ELE BUE 4:750. TELA 88 07; 2 (10. 2 088 53H 
就 得 到 双 曲 型 方程 的 标准 形式 
Ug 一 G* (£,9,u TM (C x: G/2A,,)5. 
若 再 作 一 个 变换 so ETT, 5T yp ausus erit tb Rs 
准 形式 
Hs — uy = GU SE uuu). 


MCA =at anan = 0R, J; EE CIO. 30000 00. 3(22) 实 际 上 
是 一 个 方程 型 一 2 , 故 方程 (10. 2) 只 有 一 族 实 特征 线 wz yy) 一 ec 


dz Gu 
Pr 9, 
V. Py 


变换 6— 9G y), Go 30 NA An= 0. HF as N ANT IS 
Au-| prm VANS “一 0 得 


An = (ast, 十 Vant) anI 十 N az) = 0. 
X BE 9— 4G y) EEE E E A AOE g= 
32. 以 Mas 除 以 方程 (10.2' 248 18:58] £0 2770 A EREE R 
Um = G' CE, rustig), (G* = G/Aj4). 
34 A ai; ana ORE, h FEN Pe C10. 3) 的 通 解 为 实 变 
RARAN, RY 
Plr,y) = gry) + ir. y) — c, 
16 Jj E C10. DELLERE, AS BER Ri RNE m AREE E A y. 18 
h F DG. y) c 是 方程 (10.3) 的 解 ,将 其 代入 方程 (10, 3) 并 分 出 
实 部 和 虚 部 可 得 
nÉ T 2019.9, 十 a9, = anga + 29,9, 十 an, 
| 和 à 49. 十 arl Ph, FPP) 十 aqu, = 0, 
故 只 要 到 变换 
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设 4G. y) RE IE J— 75014 f£ S£ — E iT fit eR TAE LO 


E = eir, y) = Red(x.y) 
P = Gy) = Imd(z y) 
就 有 
An = Az H Az = 0, 
从 市 得 到 椭圆 型 方程 的 标准 形式 
ue 十 Um — G" (E gu. usu), (G" = G/An). 
Mi 10.3 将 Tricomi 方程 


化 为 标准 形式 - 
解 这 里 an =y àj— laz 1A =y- 其 特征 方程 为 
j| "d l +1=0. 


ar 


34 y<0 时 为 双 曲 型 . 此 时 特征 方程 成 为 


dy — 1 和 dy — 1 
dr JJ dz ure 
故 有 两 族 实 特征 线 


z+ y =M z= (y) =c 


作 变 换 =+ y, 9 一 一 二 (一 9)% 可 将 方程 化 为 标准 形 
式 


Her 一 s 7) Cur us.) , (£ y 2). 
当 y==0 时 ,方程 为 us, n0 RREA RU BEER 
当 y>0 时 方程 为 椭圆 型 ,特征 方程 有 复 解 z 士 3 y" c. 作 
变换 # 一 z，3 一 二 yx， 可 将 方程 化 为 标准 形式 
Use 十 du = — ap 
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$10.2 RENATE UR PLAUT 7: TE IJ (ESL 


本 节 将 通过 对 几 类 不 同 物理 现象 的 分 析 , 导 出 双 曲 型 .抛物 型 
和 椭圆 型 方程 的 典型 方程 一 波动 方程 .热传导 方程 及 Laplace 方 
g. 

一 .振动 过 程 与 波动 方程 

1. 弦 的 微小 横 振动 方程 

设 有 一 根 均匀 .和 柔软 而 有 弹性 的 弦 O4 ,其 长 为 !, 被 拉 紧 成 直 
RR. 当 它 在 平衡 位 置 附近 作 垂直 于 OA 方向 的 微小 振动 ,并 且 在 
振动 过 程 中 弦 始 终 保持 在 同 -- 平 面 时 , 求 粥 上 各 点 的 运动 规律 . 为 
此 建立 如 图 10-1 所 示 的 平面 直角 坐标 系 . 用 u Ge 0 ERE E TEE 
一 点 x(OreDTEDOREIA c3 3p 3E OEDTO Ox 方向 的 位 移 . 显然 
弦 的 微小 横 振 动 可 用 函数 u(x,t) 来 描述 . 
" 在 弦 上 任 取 一 小 自 
MM' .由 于 弦 的 振动 是 微小 
的 , 故 可 认为 强 在 振动 过 程 
HRK, MM 之 长 
As — Ax. 由 Hooke 定律 知 ， 
sk ET AbETSEZ T ELE 
小 都 相同 且 不 随时 间 而 变 

| m ib, B T= |T| 是 常数 . 又 由 

于 弦 是 柔软 的 ,因此 弦 不 抵抗 次 曲 , 故 了 的 方向 总 是 沿 着 弦 的 切 
线 方 向 . 

现在 来 分 析 一 下 微小 芒 段 MaM' 在 t 时 刻 的 受 力 情况 ( 见 图 10- 
2) ,以 建立 动力 学 方程 ,从 而 导出 u Get Bp EB 05 7r 8. 

作用 在 MM' 上 的 力 有 : M 点 处 的 张力 7T, CE u 轴 方 向 的 分 
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413 — Tsina; M' 点 处 的 
KIT, CE u 轴 方 向 的 
分 力 为 Tsina' ;此 外 还 有 
ËT x 轴 的 外 力 G = 


Flr, Ar, APE. iE 

G ES x 处 的 线 密 度 ( 即 2 

单位 长 度 上 所 受 的 力 ). 0 x  rláx 7 
设 弦 的 线 密度 为 p. 10-2 


根据 Newton 第 二 定律 有 
Tsina’ — Tsine + C = pAzxu, Cr). 

因为 tga- un. W 

tga u, 
AFE Wu 
X gr T 3E ME RC mn BST s WRR H] 线 的 倾角 a 也 很 小 . 故 |zz| 
一 |tgx| 就 很 小 ,以 致 才女 1 而 可 忽略 不 计 , 因 此 有 HEN 
[n] 8 sina' œu, lr tår), FAS 

Tu, Gr + Ax,£) — u,Cr,£)] 4 G = pATur rat). 


闻 除 以 pAr 得 


sina 一 


us (Tt) = T HeC F As — w(t) i: p 


4 Az->0 取 极限 得 


uu (xz,t) = "n (Tt) 二 一 P en 


E fan- EE y 则 可 简写 为 
Wi (rl, tl2-0). (10. 4) 
方程 (10. 4) 称 为 咏 的 受 迫 振动 方程 ,显然 它 履 于 双 曲 型 . 当 振动 过 
程 中 没有 外 力作 用 时 ,7 一 0 ,方程 (10. 4) 化 为 齐 次 方程 
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Uin = A U9 
EAE T 5E) A m Ra. 
ATEFA Wie i ERMI A) Br RT AU TF ETE AR oc EB 
28] c BIA IRES ult) 38 877 Fe C10. 40. 分 析 管 道中 气体 小 抗 
动 的 传播 问题 也 可 得 到 方程 (10. 40. 方程 (10. 4) 还 可 描述 导线 中 
电 振 葛 现 象 , 即 当 电 阻 和 电 漏 可 忽略 不 计时 的 电报 方程 vw = 


ap 其 中 E 总 之 :方程 (10.4) 描 述 的 不 是 “个 物理 过 
程 ,而 是 一 类 物理 现象 一 振动 和 波 的 传播 ， 通常 称 为 波动 方程 ， 也 
称 为 一 维 波动 方程 . 

2. 薄膜 的 模 振 动 方 程 

RA- RIJE FAK E EMEA BE OPTI S. Bs 
Ek S 在 平衡 位 置 附近 作 微 小 横 振 动 ( 即 垂直 于 平衡 位 置 的 振动 ) 
的 运动 规律 .将 平面 央 5S ECCE EC AB AE RO — xyu 的 xy 平面 内 ， 
用 w(tzsy ,四 表示 膜 上 任 一 点 (x,y) (边界 点 除外 ) 在 任意 时 刻 
的 位 移 ( 即 竖 坐 标 )， 
于 是 问题 化 为 求 
ulz yt) HTI E RITA 
分 方程 . | 

由 假设 可 推 知 膜 
在 振动 过 程 中 并 未 延 
frs ER Or. y) Sb 
的 张力 大 小 为 常量 ， 
即 与 Ty 及 上 ARE 
在 过 点 (x,y) 的 切 平 
T p. 

ER S 上 一 小 
图 10-3 块 As 其 面积 仍 记 为 


AS), 它 在 平衡 位 置 时 介 于 与 x 十 Az 及 ?与 ?十 Ay 之 间 : 在 任 
意 时 刻 t 其 位 置 如 图 10-3 所 示 . 
在 时 部 + 作用 在 AS 上 的 为 有 :四 条 边界 线段 上 的 张力 和 和 外力. 
设 单位 长 度 上 的 张力 为 了 ,单位 面积 上 的 外 力 为 (ry.t). 设 4a， 
B.Y.O 分别 是 作用 在 边界 AB, DCAD 和 BC 上 的 张力 与 zy 平面 
的 夹 角 (网 图 10-3), BH EIRE KIT sine tgo sin ^ tgP ,sin7xtgY， 
sings*tgb, 因 此 作用 在 四 边 上 的 张力 在 zx 轴 方 向 的 投影 分 别 为 
— TAxsina 22— T'Axiga,  T'Axsinfl œ T'Artgf. 
— T AysinY œ — TAytgY, TAysind ~ T'Aytg0. 


BRTHAIR gem ERHI mas Gs 其 中 


zif Tox 5 atar dH. RUA tgÜ—u,Ge yd Ay) gY = 
u.(x.yiDsutgüu.Grd AxiyitD ,ri 介 于 工 与 x 十 Azx 之 间 .y1 sy; 
介 于 yy 与 y 十 Ay Z [8]. 于 是 作用 在 As 上 的 所 有 力 在 w 轴 方 向 的 
合力 为 
TAx(u, Gr; y + Ay t) — un y 02 
+ Tayu, lx + Arsy) — d(T yt)) H FGsy,058. 
HIRAET p(o- A RRO, Hi Newton 第 二 定律 得 
` p&Su,— T'Ax(u,CGr; yt Ay t —uyGn syst) 
TTAÀylu.G-F Az yi uir. yi DHF y DAS. 
由 假设 AS Aray, 间 除 以 As 后 令 Az 0, Ay ORI R CHE E F 
当 Arsht A rr, rr t Ay ORF, yeys yey) 
pus = Tu,, 十 了 ts 十 下 (区 ys. 


HRY pi ac. fas y, oo Ea 
l E S E E 
这 个 双 曲 型 方程 称 为 二 维 波动 方程 . 
3. 电磁 场 方程 
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由 物理 学 知 ,电磁 场 的 性 质 可 以 用 Maxwell 方程 (微分 形式 ) 


divD— p (1) 
—— 23B 

rotE = EP (2) 
| diva- o | (3) 

23 aD 
| rout — 6 (4) 

及 物质 方程 

D= cE E l (5) 
B= uH (6) 
ô= YE (7) 


来 描述 . 其 中 D, E 是 电感 强度 和 电场 强度 ,te 是 电介质 的 介 电 系 
数 ;8,H 是 磁 感 强度 和 磁场 强度 ,pz 是 磁 介 质 的 磁 导 率 ;5 是 电流 
[BÍ 9E HE LY 是 导电 率 ,p 是 电荷 的 体 密度 . 

若 单 狸 考 直 电场 ,就 要 从 中 消去 召 和 三. 为 简单 起 见 , 利 用 
"Hamiltom $$ f; V fi! Laplace 算 子 å: 

v= it +g 
d z T A 
则 u 的 梯度 ,4 的 散 度 和 旋 度 可 分 别 记 为 
Vus, VA, V XA. 

为 消去 BB 和 吾 , 对 (2) 式 取 旋 度 并 利 央 (6)、(4) 式 得 


VXC XE)-—2 (V xB) 


_ 2 
站 


因为 
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"VXOLXE)— VOHE)-AE- V Lp —AE 


CORP A 与 向 量 E 作 用 的 意义 是 :着 E= {P,Q,R}, 则 AE 一 {AP， 


FE 1 3E 
EH r = AE 一 Pul dm Yn 
f] e en FE a 208 
QE č , a? Y Æ 
35 e? AE E Y ea 


同 理 , 为 消去 DD 和 EE, 对 (4) 式 取 旋 度 并 利用 其 余 各 式 及 
VX(VXH)=V(VH)—AH=—AH, 


就 得 到 描述 磁场 的 方程 
2 : Y aH 
at 7e Ane op 


Hob acf Lor P BREEDE E. 若 在 真空 中 , 则 a= 
为 光速 
如 果 电 磁场 中 既 无 自由 电荷 也 无 自由 电流 , 即 p=0.7=0, 


ERST EM HEAK» 
ZE = 2AE, zi = «^M. 


AEEY ARERI uul, y s OR SI 
RAR E X H 4E — 4) REL RUGET 
Fu : P Fu Fu 
ga T Au 353 2 zb 
三 维 波动 方程 不 仅 可 以 措 述 电磁 波 , 而 且 也 能 描述 空间 中 的 
声波 以 及 棱 的 扭 振荡 等 . 显然 三 维 波动 方程 是 双 曲 型 方 程 . 
二 ,热传导 方程 


+ 


125 


u 在 一 个 物体 


LA 内 , 若 各 点 处 的 温 
us 度 不 同 , 就 会 有 扫 


量 从 温度 较 高 处 流 

D 向 温度 较 低 处 ,这 

种 现象 就 是 热 传 

导 . 由 于 物体 内 热 
量 的 传导 过 程 总 是 


表现 为 物体 内 温度 随 点 的 位 置 和 时 间 而 变化 ,因此 研究 热传导 问 
题 就 归结 为 求 物体 内 部 温度 的 分 布 . 在 生产 实际 中 , 求 物体 内 部 温 
度 分 布 是 随处 可 见 的 . 比如 土建 和 水 利 工程 的 设计 和 施工 中 要 控 
制 浇 钴 的 混 上 疑 十 内 的 热 应 力 , 以 防 裂 颖 ;内 燃 机 汽 生 活塞 内 部 的 热 
应 力 是 使 活塞 在 运行 中 产生 有 裂纹 的 重要 原因 . 要 解决 这 些 问 题 就 
要 计算 热 应 力 ,而 首先 必须 知道 温度 的 分 布 ， 

很 设 空间 物体 2 内 任意 一 点 (zx,y,z) 在 时 刻 : 的 温度 为 
ur. ysz, t. 下面 求 w 二 w(x s yz Br EIE I E 

建立 这 个 方程 所 依据 的 物理 规律 是 传 热学 中 的 热量 守恒 定律 
和 Fourier 定律 : 设 在 时 间 区 间 [i,z 十 dz] 内 , 流 过 点 M(x;y,z) 处 
面积 为 d5 的 曲面 的 热量 为 dQ. R 

d= = ny Ps dSdr a dO aopradu ehd Sdi 
其 中 比例 系数 &Cz,y:z) 称 为 物体 的 导热 系数 (大 于 零 ),m 是 曲面 
在 对 点 的 外 法 线 单位 向 量 , 负 号 “一 ”表示 热流 方向 与 温度 梯度 方 
问 相 反 ， 

在 8 中 和 任 取 一 封闭 曲面 S$, 记 S 所 包 轩 的 区 域 为 了 . 于 是 从 时 
刻 刀 到 二, 通过 曲面 8 流出 区 域 V 的 热量 为 


Q,— — | f Qhkgradz - nds |d =- f; di | 
se u'n s) t ! J iv (gradu )dv jd 
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T NUI. w) ib 5d 学 + Z 2] da. 

若 物 体内 有 热源 (如 通 有 电流 或 有 化 学 反应 等 ), 其 密度 为 
Ftr,ys 人 2) (在 时 刻 t 于 点 (xz,3,z) 处 单位 时 间 内 ,单位 体积 所 旅 
出 的 热量 ), 则 在 [t,ts] 内 于 VV 中 产生 的 热量 为 


Q, = Il (]] FG». 2. 022)a:. | 
由 于 热量 的 传递 ,Y 内 各 点 的 温度 发 生 了 恋 化 .在 [ae 内 温 
Q.— Ictus ys no -— u(r,y.z,n2)dvo 


V 

= [re dr dv 

一 | (fee Hdv dr, 
1 v 


其 中 eso 分 别 是 物体 的 比 热 和 密度 . 
由 热量 守恒 定律 有 Q;—Q.—Q, ,有 Bh 


lh (ee 2 dv )àt 
ed : (]] Fee Ja 十 (]]éiveterad )dv)de. 


由 于 时 间 区 间 [z,,t,j] 及 V 5E Sx PSI UE Frog dT URL RT 
都 是 连续 的 时 候 , 得 
e -lg 25) 十 A 2 + EGO 4 FG. 
着物 体 是 均匀 昱 各 向 同性 的 , 则 c,p, 开 都 是 当 数 , 故 方程 成 为 


gu | Ou Pu g 
2 7*9 ES TfGy.mD, 


简写 为 
127 


u, = alu + f, 


其 中 a = E ,了 一 IOROIEUMCSERMESERTE REAT 

当 传 热 物 体 8 是 一 块 表面 绝热 的 均匀 薄板 时 ,其 内 各 点 
Gr, y) TEBSE Zl e 的 温度 au(z,y,1) 满 足 二 维 热传导 方程 

u, = abu + f = a (uu, + upy) fr, ys. 
A 0 是 一 根 侧面 绝热 的 均匀 细 杆 , 则 有 一 维 热传导 方程 
u, Qu 十 f. 

即使 2 不 是 细 杆 (或 薄板 ) ,但 如 果 其 中 的 温度 wx 只 与 xz,i( 或 
xyyst) 有关, 则 该 物体 内 的 温度 分 布 也 由 一 维 ( 或 二 维 ) 热 传导 方 . 
程 描述 . 

在 2 内 无 热源 BU f==0 时 ,对 应 的 热传导 方程 是 二 阶 线性 齐 
次 方程 。 

热传导 方程 不 仅 描述 了 热量 的 传递 现象 ,而 且 可 以 描述 一 场 
由 于 内 部 各 点 密度 或 浓度 不 同 而 引起 的 扩散 现象 . 例如 制造 半 导 
体 时 挽 入 的 杂质 ( 锁 , 硼 、 磅 等 ) 的 扩散 现象 ; 洲 液 内 各 点 浓度 不 同 
而 引起 的 扩散 现象 等 等 . 导电 线圈 所 围 的 柱 体 内 的 磁场 也 满足 热 
传导 方程 


例 10.4 考察 充 有 多 孔 介 质 的 柱 形 管内 的 扩散 过 程 . 假定 在 
每 一 时 刻 管 的 模 截 面 上 各 点 的 气体 (或 溶液 ) 浓 度 是 相同 的 - 建立 
坐标 系 如 图 10-5, 于 是 扩散 过 程 可 以 用 任意 时 刻 上 在 任意 截面 


工 处 的 浓度 ulr OG 
(8 60 s 


Ò EI X z 依照 Nernst 定律 ， 
在 时 段 [ti 十 df] 内 消 
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Ox 8i LE TETOBR GERE E x 的 气体 质量 为 


di mc» 2: Adi 


其 中 DlÍogq B Eg. AESIEBIUSR.an vt «RA 
子 从 浓度 高 处 往 浓度 低 处 扩散 .与 浓度 的 梯度 方向 相反 . 

在 时 段 Lz, ;i;j] 内 通过 截面 zH zz 进入 管 段 [zzsj 中 的 气体 
质量 为 

M,— | AtD zu Gs DG ee 

Ji Za] e, UE] c, RE m 上 的 气体 浓度 的 增 量 为 uti) 一 

uCxr.t). 于 是 在 这 上 段 时 间 内 管 段 [x， zz] 中 气体 质量 的 增 量 为 
M, = [FeAl ue) dz, 

其 中 ckz) 是 孔 积 系数 (孔隙 体积 与 总 体积 之 比 ). 


假如 管内 没有 产生 或 吸收 气体 的 物质 源 , 也 没有 渗 过 管 壁 的 
扩散 , 则 由 质量 守恒 定律 ,有 MM;, 即 


A| CDe, ju lert) 一 Dla Ju, leyt) Jdt 
= A[" eco uat) — u(r,i)ldr, 
两 边 分 别 应 用 Newton-Leibniz 公式 得 
Baa Mii Js= f” (f; cla) Mar) dir 


Hx — —— ————— 


à gu 
c 一 之 (D2 二 
车 介质 均匀 ， B < DAN us 
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(其 中 om 2). 称 之 为 - 维 扩散 方程, 它 与 内 部 无 热 庆 的 均 印 组 
杆 的 热传导 方程 完全 一 样 . 当 管 内 有 物质 源 时 ,一 维 扩散 方程 为 
u, = awubfGst). 

当 研 究 气 体 在 空间 8 内 扩散 时 ,依据 Nernst 扩散 定律 和 质 
量 守 优 定 律 , 采 用 导出 热传导 方程 同样 的 方法 ,就 会 得 到 完全 相隔 
的 四 个 自 变 量 的 抛物 型 方程 ,只 是 其 中 xyea 和 的 物理 意义 不 同 置 
J. : 

三 、 稳 定 状态 与 Laplace 方程 ,Poisson 方程 

前 面 建立 的 两 类 方程 描述 的 都 是 与 时 间 上 有 关 的 物理 过 程 . 
当 这 些 过 程 不 再 与 时 间 有关, 即 达 到 了 稳定 状态 时 ,由 于 学 一 0 


ROL OGER u 仍 是 位 置 变量 的 函数 ), 则 两 类 方程 都 变 为 


ar? 
Au =f, 
fi zn Poisson 方程 ， 当 7 一 0 时 , 即 
Au = 0 
称 为 Laplace 方程 . 


比如 真空 中 静电 场 的 Gauss 定律 的 微分 形式 是 
VE = Ee sys2). 


由 于 静电 场 是 无 旋 场 ,所 以 必 有 
E =— gradu(x,y,z) —— Vu, 
u 是 电势 ,于 是 得 Poisson 方程 
Au 一 一 
当 所 考虑 的 区 域内 没有 电荷 , 即 =0 时 , 则 得 Laplace 方程 
ĉu = 0. 
又 比如 热传导 过 程 中 ,热源 不 随时 间 变 化 且 温 度 也 达到 稳定 
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分 布 时 的 热传导 方程 就 成 为 Poisson 方程 ,无 热源 时 便 是 Lipiace 
方程 .… ] 

A5 EGER A , AR UT B A DL PR UT JC E Lnd ERE TRE PH GERE 
等 都 会 导出 Poisson 方程 和 Laplace 方程 , 故 这 种 方程 也 时 做 位 势 
方程 . 

显然 Laplace 方程 和 Poisson 方程 是 椭圆 型 方程 . 


$10.3 定 解 条 件 与 定 解 问题 的 提 法 


上 节 导 出 偏 微 分 方程 时 ,只 涉及 某 类 物理 过 程 所 遵从 的 一 般 
规律 ,而 且 方 程 只 被 物体 (如 弦 、 注 膜 ,导热 体 等 ) 内 部 各 点 的 状态 
所 满足 . 而 一 个 具体 物理 问题 除 遵从 一 般 规律 外 ,总 还 有 其 特定 的 
条 件 ,比如 初始 时 刻 的 状态 ,边界 点 处 的 状态 等 ,这些 就 是 区 分 只 
体 问题 与 这 一 类 过 程 中 其 它 问题 的 条 件 . 从 数学 角度 讲 ,一 个 偏 微 
分 方程 有 无 穷 多 个 解 ,而 -个 具体 物理 问题 的 解 , 应 该 是 叭 -存在 
的 . 因此 称 这 些 条 件 为 定 解 条 件 . 没有 附加 定 解 条 件 能 方程 叫做 泛 
定 方程 ,一 个 汉 定 方程 连同 其 定 解 条 件 - -起 合 称 为 一 个 定 解 问题 . 
一 个 具体 物理 过 程 的 数学 模型 应 该 是 一 个 定 解 问题 . 

一 、 定 解 条 件 的 数学 表示 | 

ERRE EDEME d UE fb 95 (e n E e S RI A PER 
边界 条 件 一 岳 述 物体 边界 状态 的 条 件 . 

1. 初始 条 件 

与 常 微分 方程 类 似 , 偏 微分 方程 中 出 现 了 对 时 间 : 的 几 阶 导 
数 ,就 应 给 出 几 个 初始 条 件 . 

对 于 波动 方程 

Un = au + f, 
应 给 出 未 知 函数 及 党 在 初始 时 刻 ( 一 般 总 可 设 /二 0) 在 各 点 M 
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处 的 值 , 即 

uCM DL, = PM), uM Al = AM, MER. 

TORRARE pr A Gr 2 23 SIUS = OST HERE] 
各 点 的 位 移 和 速度 . 

对 于 热传导 方程 和 扩散 方程 

u, = abu + f., 
只 有 一 个 初始 条 件 
uCM,0) = AM) MER, 

ve MO Gg HE P3 8e LIST 9] 8 d RE e f RE 

对 于 Laplace 方程 和 Poisson 方程 , 因 其 不 含 时 间 变 量 , 故 无 
需 给 出 初始 条 件 . 

2. 边界 条 件 

从 数学 上 讲 , 边 界 条 件 主 要 有 三 类 . 

第 一 类 边界 条 件 :给 出 未 知 函 数 x 在 区 域 只 的 边界 忆 上 的 值 

zz 一 AKCaft) MCI. t20. 

对 于 一 维 方程 ,边界 了 是 两 个 端点 a 和 565, 其 第 一 类 边界 条 件 

应 表示 为 | 
uCr,£) |... = H), ur, s = 1S0. EZ OO. 

例如 在 长 为 2 的 弦 作 微小 横 振 动 问题 中 ,车 弦 的 左 端点 (rf 二 0 
病 ) 固 定 在 z 轴 上 ,而 右 端 点 (z=: 端 ) 作 简 谐 振动 hsinwt ,出 其 边 
界 条 件 为 

u(0,t) = 0, u(L,2) = Asinet, £220. 

又 如 细 长 杆 热 传导 问题 中 , 若 z=0 端 的 温度 变化 规律 为 eC 

为 常数 ) ,而 r= 端的 温度 恒 为 wo, 则 其 边界 条 件 为 
u(0,t) = kt, u(t)= tto, UO. 

对 于 空间 物体 的 导热 问题 ,ylz,y,z,t) 表 示 边 界 曲 面 厂 上 的 
温度 分 布 . 

第 二 类 边界 条 件 ; 给 出 未 知 函 数 u WAA T INER n 的 方 
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向 导数 值 


| 三 


dn r 
du 


U— HR Fai TOR 在 左右 端点 a 和 如 处 分 别 为 — STR 
因此 给 出 的 是 E dE a F b AERE r Cast) 和 D. 


这 种 边界 条 件 中 vtM,z) 的 物理 意义 不 很 明显 , 现 解释 如 下 . 


(1) 对 一 维 波 动 问题 ( 弦 的 横 振 动 , 杆 的 纵 振动 等 ),32| = 


(表示 在 左 端点 处 受到 一 个 裕 位 移 方 向 的 持续 外 力 的 作用 . 设 
左 办 点 受 力 v(z) 作 用 ,由 于 左 端 点 还 受到 张力 了 的 作用 ,而 了 在 位 
17r i894 7329 Tu CO D ,Twu.(0,1) 与 v(t) 的 大 小 相等 方向 相反 ， 
B] —2.(0,0 = 二 v(t) ,从 而 有 


u, LOE) a NÉ az = xit). 


若 左 端点 是 自由 端 -- 在 振动 过 程 中 不 受 外 力作 用 (v(4) 志 0)， 

能 自由 地 运动 , 则 有 
u.C0,2) = 0. 

以 上 分 析 完 全 适用 于 右 端 点 ， 

(D 对 热传导 问题 ， 闻 | MO 表示 导热 物体 边界 下 上 
各 点 处 热流 强度 (单位 时 间 内 单位 面积 上 流 过 的 热量 ) 是 已 知 的 . 
例如 月 边界 曲面 只 有 强度 为 g(r,y;z ,的 热量 流出 , 则 由 Fouri- 
er 定律 有 
dsSdi、， 


n 


q(r,y.zt)dSdt —— k x 


即 
Ju 
dn r 


EP a RRT HILARA FI. Im PR ERE EISE T b Wi 
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= =y(x yz), — Gny)€D, t20, 


Lo gGs yz.) 
b 


Fourier 定律 有 


du | 


= p -e S. 
gdSdr = k ES is 


| 
此 时 对 应 的 边界 条 件 为 
du 
an |r 
Ag FF Sg die qn] ler] 25 28 3 7 AR Cb USE HA 9a A IT AR h 
并 要 注意 


4 E. , £ 1 M. 
= py) s Emi (x yx EI , t220. 


a| u| duj 一 和 
an d x dx de an z—! E cr qe 
若 "=0, 即 边界 是 绝热 的 , 则 相应 的 边界 条 件 为 
au | — 
Em Mg Q. 
du 


第 三 美 边界 条 件 :给 出 未 知 函 数 8 7 BAIL RHET E 

的 值 
Et on r= Mt), MEP, £>. 
寿福 的 纵 振动 问题 中 ， 
m 4- eu) js, 7 e 

描述 了 杆 的 弹性 支承 端 (z 二 ! 端 ) 所 受 外 力 的 情况 . 设 端 点 S ， 
被 菜 个 弹性 体 ( 比 如 弹簧 ) 所 支承 ,车 弹性 体 原 来 的 位 置 为 二 0， 
则 u |:-, 就 表示 弹性 支承 的 应 变 . 由 Hooke 定律 知 .应 变 引 起 的 弹 
HREJ F— —ku|. GI 009 SECTEUK (51 fb 08, FEED. 若 杆 的 端点 r 
= 处 还 受到 一 个 位 移 方 向 的 外 力 2G) 的 作用 , 则 在 此 端点 的 张 
hTÓÜ| 应 与 一 如 1, 二 ORA. TRSÓ E nola 


dx z= 


eX. Kr a — zoe = ID WR em /处 不 受 外 力 只 有 弹性 
支承 时 ,8(2) = 0, A ifii w) = 0, 此 时 端点 x — LEAN S DV ER 2g 
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(CE + ou) [pni =0. 
对 于 热传导 问题 ,第 三 类 边界 条 件 的 物理 意义 比较 明显 . 
miU edu nos (0 POL p dE 


定律 知 , 从 物体 内 部 经 过 边 px rau sia ie 与 温度 差 
COM ,0 — TOM OOIE EG BET 
€ SAUM, DTM), MET, 


ân 
Et Az 0 AAOGE EARRA TERA RAA R ft 
GR olz= e, = È, o EODD), 


例如 在 细 长 杆 导 热 问 题 中 , 若 r1 端 自 由 冷却 ,环境 温度 为 
已 , 则 在 热传导 过 程 中 ,此 端点 的 状态 就 被 描述 为 
-R| .= hup) = RO, 
T |z! 
RẸ (zz 十 Co)| i m , 9770. 
在 zx 一 0 端 自由 冷却 时 , 则 有 
€ 2s) Les es AURCOST QUT « 
B[I (4,7 02)|,.., (2, 0770. 
第 三 类 边界 条 件 有 时 称 为 浪 合 边界 条 件 , 当 o= >18 A> 
时 ,说 明 物 体 与 介质 间 的 热 交 换 能 力 很 强 , 故 物体 边界 上 的 温度 可 
认为 与 介质 温度 一 致 . 此 时 第 三 类 边界 条 件 可 写 为 


u |r = — 4. 
变 成 了 第 一 类 这 界 条 件 . A o ABB he LOU D A (p np EU 
HW 


n 


AR = 0— 第 二 类 边界 条 件 ， 
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这 时 EHE fr zc [6] 8T BS RR BE 77 48.85 «c RT TA A Pc RI 
绝热 的 . 

上 述 的 三 种 边界 条 件 都 是 关于 v“ 8157 的 线性 式 , 故 称 为 线性 
边界 条 件 . 当 边 界 条 件 中 右 端的 跑 数 恒 为 零 时 ,就 称 它 为 齐 次 边界 
SR VE ,否则 称 为 非 齐 次 边界 条 件 . 

二 . 定 解 问 题 的 提 法 

只 有 初始 条 件 而 无 边界 条 件 的 定 解 问 题 称 为 始 值 问题 或 
Cauchy 问题 . 例如 研究 细 长 杜 的 导热 问题 时 , 若 端 点 处 的 温度 对 
传 热 过 程 影响 很 小 ,可 忽略 不 计 , 此 时 可 认为 杆 是 无 界 的 ,其 定 解 
问题 为 

[u,—a^u,- fir, —oo«ur«-4-oo, tO 
ii liom, 一 co<z< 忆 十 co 
就 是 Cauchy 问题 . 

既 有 初始 条 件 又 有 边界 条 件 的 定 解 问 题 叫做 初 边 值 问 题 或 混 
合 问题 . 

对 于 Laplace 方程 和 Poisson 方程 来 说 ,只 有 边界 条 件 而 无 初 
始 条 件 , 这 样 的 定 解 问题 称 为 边 值 问题 . 若 边 界 条 件 都 是 第 一 (或 
第 二 ,或 第 三 ) 类 的 ,就 称 其 为 第 一 (或 第 二 ,或 第 三 ) 边 值 问 题 . 第 
一 边 值 问 题 也 叫 Dirichlet 问题 ,第 二 边 值 问题 也 叫 Neumann 问 
题 ,第 三 边 值 问题 也 称 为 Robbin 问题 . 

例 10.5” 考 察 一 根 相当 长 的 弦 的 横 振 动 . 当 考察 的 区 间 离 两 
个 (或 一 个 ?端点 充分 远 , 以 致 在 所 考察 的 时 间 范 围 内 该 区 各 的 振 
动 不 受 端点 状态 的 影响 ,这 时 可 视 弦 为 无 界 ( 半 无 界 ? 的 . 无 界 弦 的 
振动 用 始 值 何 题 

Un= atn HS Et), -—ooxx«oo, (120 
ee —co«Cr«.-4- co 
来 描述 . 
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例 10.6 KA LZ E XE dom EI HR SER SEL a H 
混合 问题 


[Gu nO eS. 0 x«t. (20 
At dx 
du oe S 
ujao = 077 了 0.40 
[elmo = — yx) Or 
例 10.7 内 部 无 热源 的 圆 形 薄板 内 稳 态 温度 分 布 , 当 边 界 上 


HECA, H Laplace 方程 的 Dirichlet [8l Ei 


[£s ra cO at Et RI 


| loy? m9 Qr. y) 
来 描述 ， 
三 、 定 解 问题 的 适 定性 

定 解 问题 是 从 物理 问题 抽象 概括 出 来 的 , 在 建立 方程 和 提出 
定 解 条 件 时 曾 做 过 各 种 简化 ,因此 它 提 得 是 否 符合 实际 情况 ,必须 
出 实践 来 检验 , 由 于 一 个 定 解 问题 是 一 个 具体 物理 问题 的 数学 模 
型 ,因此 , 奉 它 正确 地 反映 了 这 个 物理 问题 ,那么 它 的 解 必须 是 存 
ERAH 一 的 . 

此 外 , 定 解 条 件 中 的 许多 初始 数据 都 是 由 测量 得 到 的 ,必然 会 
有 误差 . 当 定 解 条 件 作 币 小 改变 时 ,要 求 定 解 问题 的 解 也 只 有 微小 
变化 , 即 要 求解 是 稳定 的 , 亦 即 对 定 解 条 件 是 连续 依 束 的 ， 

若 一 个 定 解 问题 的 解 存在 \ 唯 一旦 稳 定 , 则 称 该 定 解 问题 是 适 
定 的 ,否则 就 称 为 不 适 定 的 . 适 定性 是 从 数学 角度 衡量 定 解 问题 提 
得 是 否 恰 当 的 标准 . 关于 适 定 性 的 研究 ,超出 了 本 书 的 讨论 范围 ， 
我 们 只 在 适当 的 地 方 指出 某 些 定 解 问题 在 什么 条 件 下 是 适 定 的 . 
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3 题 十 


1. ES 
OD 方程 ss des, 0RN C OD) HER uly) 1n 一 一 一， 

VT Fy 

| (D u= Apre Van F O Y G8) AOE 

Hu F tyy F te = Ù 

的 解 . 

没 了 是 任意 的 连续 可 微 函 数 , 验 证 x= Cry) 满足 方程 yu, — xu. — 0. 

` 设 F(z),Glz) 是 任意 二 次 可 微 阔 数 , 验 证 

uGcsy) 一 互 (十 太 轨 十 GCCz 十 和 ay) 其 中 心 , 是 不 相等 的 常数 ) 

满足 方程 


eow 


xy — (A 十 AD usu, 十 AA = OD. 
. 判断 下 列 方 程 所 属 类 型 ， 
OD ure tH 2us-u,,— Aus F us dou Du, x 04 
(22 ub zus, F Yiia uud 62, rytu t+ f —0. 
. 求 下 列 方程 的 标准 形式 ， 
COD kxz 十 zztyy 一 0 
(2) yuzz 十 TUw 一 0 
C3) ytz FHE uyy =D. 

BAHIR, ERRE — BUR SA 138 3 , RULES 0e S EE BUE PUES E 
或 伸 长 ARRERA E, BUD FER DAT FE MR. 假设 振动 过 程 中 所 发 生 的 张 
力 服从 Hooke 定律 , 试 导 出 杆 的 纵 振 动 方程 . 

. 试 推导 一 维和 二 维 热传导 方程 . 

: SEXERBLIE fr DE "FUE BICI ff] ,单位 长 雇 受 到 的 阻力 与 速度 成 正比 . 试 扒 
导 藤 的 阻尼 振动 方程 . 

. 设 某 种 溶质 在 溶液 中 扩散 . 以 ut{r,y,z,z) 表 示 溶 渡 中 任 一 点 M(x,y,zx} 处 
在 时 刻 :的 浓度 , 根据 Nernst 定律 ,溶质 在 时 间 区 间 区 ,十 df] 内 通过 对 点 
处 面积 为 dS 的 曲面 扩散 的 质量 为 
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ES 


an 


9s 


oo N 


AD 


dM = - DD Edsdt ， 
dn 


其 中 口 是 扩 散 系 数 ,n 是 小 曲面 块 d5 的 外 法 向 量 . 试 导出 z FILE AE RS i i 
分 方程 . 

10. EA Z JAT LARE F E M RER FE ER ETE, FEE et 
LAZA v. FEE, TE r= Oi HE AR PR TREO E ET RC AA Hc zh. E LO RR F s on 
过 得 的 定 解 问题 . 

11. 长 为 2 的 均匀 慎 , 内 部 无 热源 两 端 有 恒定 热流 进入 ,其 强度 为 eo, 初 始 齐 
度 分 布 为 gxXxz), 试 写 出 其 定 解 问题 ， 

12. 设 圆柱 体 2 内 无 自由 电荷 ,其 侧面 及 下 嵌 接 地 ( 即 电势 为 淮 ), 上 底 的 电 
势 已 知 . ats DL dla OQ 内 静电 场 的 电势 分 布 的 定 解 问题 . 

13. 设 球面 >=a 上 的 温度 分 布 为 gC0,9) ,球体 内 温度 号 稳定 状态 . 在 球 坐 标 
系 中 写 出 相应 的 定 解 问题 、 

14. 考察 … 块 宅 形 薄膜 的 自由 横 振 动 , 设 其 四边 固定 ,初始 时 刻 处 于 水 平 位 
置 , 但 有 横 交 运动 的 速度 . CES HB E DL E RECRUIT. 
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第 十 一 章 “” 定 解 问题 的 分 离 变量 解法 


分 离 变 共 法 是 求解 定 解 问 题 的 最 常用 的 方法 之 ,也 是 最 典 
型 的 方法 ， 三 类 方程 的 混合 问题 都 可 以 用 分 离 变量 法 求解 ,当然 
对 高 维 情 况 ,要 求 求解 区 域 具 有 某 种 特殊 性 . 

分 离 变 量 法 的 基本 思想 是 , 先 求 出 齐 次 方程 满足 齐 次 边界 条 
件 的 一 委 列 变量 分 离 形 式 的 解 ,再 根据 到 加 原理 得 到 一 个 级 数 形 
式 的 解 , 然 后 利用 其 余 定 解 条 件 定 出 其 中 的 常数 系数 ,从 而 得 出 齐 
次 方程 . 齐 次 边界 条 件 的 混合 问题 的 解 . 

用 分 离 变 量 法 求解 定 解 问题 的 基础 是 区 加 原理 . 

设 有 二 阶 线性 偏 微分 方程 


Ne EIS 一 > = + cu — f. 
引入 线性 微分 算 子 
a z 3 ， 
L — n» Sa, ax, na 215 ax, m dl d 
后 ,方程 可 简 记 为 
Lu = f. 
通过 直接 计算 ,容易 验证 Zzx= 了 具有 下 面 的 特性 
和 者 加 原理 设 Ui 是 方程 
Lu, f, (b — 1,2," 
的 解 , 若 对 于 任意 常数 ,级 数 as BB t DEL u= > ou 能 
对 各 个 自 变量 逐 项 求 导 两 次 , 则 * 是 方程 
Lu = Vaf: 
的 解 . 
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$11.1. 一 维 齐 次 方程 . 齐 次 边界 条 件 
混合 问题 的 分 离 变量 解法 


一 .分离 变量 法 
分 离 变 量 法 有 着 现实 的 物理 背景 : 当 考虑 弦 的 微小 模 振 动 时 ， 
将 所 考虑 的 振动 分 解 成 一 系列 不 同 频率 4 的 驻 波 的 个 加 ,而 每 个 
驻 波 
vlr) = Alt)sinaAr 
都 是 x 的 函数 与 上 的 通 数 之 乘积 , BIAR e E 
u(x.t)-— 了 > 人 zt) 


来 描述 . 现 以 解 两 端 固定 的 弦 的 自由 振动 问题 


uy = Pua Orel t0 1.12 
deis tala turo (1.2) 
ulo = KE) sut |o = Pl), 0r <l 01.3) 
为 例 ,介绍 分 离 变 量 法 . 


设 方程 (11. S E AR FE COLI. 2) 的 非 零 解 为 
u(x,t) = X(T), 

将 ulz e ARAR fl. 1) 并 分 离 变 量 得 

T^G)  X*(z) 

a*T (t) Xx) 
由 于 上 式 左 端 仅 为 上 的 函数 , 右 端 仅 为 z 的 函数 , 且 与 上 是 互相 
独立 的 自 变量 ,因此 要 使 等 式 成 立 , 只 能 为 常数 . 设 此 常数 为 一 2， 
Bp : 


T”) X" (x) 


: eT) Xam) — ^ 
由 此 得 到 两 个 常 微分 方程 
T" €) + XT) = 0, (11. 4) 
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X" (x) + AX X) = 0. 1.5) 
由 边界 条 件 (11.2) 并 注意 到 T 560, RIA X (0) —0,X(Q0—0. F 
是 得 定 解 癌 题 
(X"(x) HAX 一 0 ， 《11.5) 
XO -0,X(00-20- (1. 6) 
这 是 一 个 含 参 量 4 的 齐 次 方程 . 齐 次 边界 条 件 的 常 微分 方程 边 值 
问题 . 显然 它 有 零 解 , 它 是 否 有 非 零 解 ,这 将 取决 于 参量 4 的 取 值 
范围 . 使 该 问题 有 非 零 解 的 那些 4 的 信 称 为 固有 值 (或 本 征 值 )， 
与 图 有 他 对 应 的 非 零 解 称 为 固有 函数 (或 本 征 函 数 ), 而 该 问题 就 
称 为 加 有 值 (或 本 征 值 ) 问 题 ， 
"S ASCO 时 ,六 程 (11. 5) 的 通 解 为 
XG) = Ae ^?* -- Be- ^?*, 
其 中 4,B 为 仔 意 常数 . 由 条 件 (11.6) 有 
[4 十 号 一 0 
| leAt B—0 ' 
由 此 得 4:- Bs-0. 故此 时 无 非 零 解 ,1<0 不 是 固有 值 . 
当 2--0 时 ,方程 (11. 5) 的 通 解 为 
X(z)— Az + B, 
I A CECLI. 643 4A— B7 0,8 X (<)=0, Bl A—0 也 不 是 固有 值 ， 


Alr) = Acos SJA x Bsinv À x. 
H X(0 —0 fA —0, EI X G2 — Bsin / À xz, X. XG2—0 fü 


Bund Ade 0. 
Abo SAT B0, T RE 
BI X — nx. A 
i nnj? 
=A= a (n= 1,2,=), 
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及 其 对 应 的 非 零 解 


Xz) = Bin Fa — (i— 1.2.9. 


iA 一 [77] 为 固有 值 ,相应 的 固有 函数 为 


. AT 
sin —-cr: n—]52,*". 


l 
对 应 于 = | 学 | ,方程 (11.4) 的 通 解 为 


T(x) = C,cos Mt + D,sin 52; (n= 1;2 e), . 


7 
HFC D. 为 任意 常数 . 
这 样 , 我 们 得 到 了 齐 次 方程 (11.1) 的 满足 边界 条 件 (11.2) 的 
一 个 解 系 (u Gr): 
tnl) = XQGOT, GG) 


na . nna |. nx 
= [a,cos ~t + bhsin ——t|sin-—-cr. (11.7) 


i li i 
其 中 aC. B, , 5, — D,B, 仍 是 任意 常数 ,nn 二 1;2,，…. 
一 般 说 来 , 解 系 人 11.7) 中 的 任何 一 个 不 一 定 满 足 初始 条 件 
Cil. 3). 因为 当 t=0 时 ， 


u,Cr,0)— a,sin Ta A 


Qu. (0,0) — y nta . nx 
a c hp 
而 初始 函数 gxx) 和 ylz) 是 任意 给 定 的 , 故 Gn (011,2, 0— 
般 地 还 不 是 定 解 问题 (1 ) 的 解 . 为 得 到 定 解 问题 (1 ) 的 解 ,我 们 
将 解 系 (11.7) 友 加 起 来 得 
S ulat) = Y acos 全 十 和 sin et sin "d (1.8) 


当 这 个 级 数 收敛 且 能 对 ac 和 z 逐 项 求 导 两 次 时 , 则 由 委 加 原理 知 ， 
RR 
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71 


uc) = D (acos Ut + bsin ” tat |sin Ta (11.9) 


仍然 是 方程 (11. DHR, HHF E 为 界 条 件 511. 2)， 
故 ulr t ots mi Uu Ol. 2). 
要 使 u Gr OW IE W) e (CH. 3),H 78 


u(x.0) = 2 sin Ta = gar), 


u lT, 0) = A T sin v2 —6r. 
n=l 


E Uta EC eH o ELOJ EARE REUS. Fourier 级 数 的 条 件 , 则 


[a 2 B gGr2sin * de, 
n—1,2,. (11.10) 
DE erm | gensin ds 


将 a, RI 6, RA GL 9), 便 得 到 定 解 间 题 ([ ) 的 级 数 形式 的 解 . 
以 上 通过 分 离 变量 , 求 出 定 解 问题 的 级 数 解 的 方法 叫做 分 离 
变量 法 . 

— EAER e B a RTL O S REEL RITS IR RE RC CL IL 8) 
ij& et H EJI} c 和 tt 逐 项 求 导 两 次 ,因此 只 要 求 pg,y 能 展 成 Fourier 
级 数 显然 是 不 够 的 ,还 需 对 98 和 儿 作 各 多 的 要 求 ， 

定理 11.1 4 e€cC[0.]9€ C[0,/] E. 9C — 902 —g" COD 
= g"0)-—400-—9)—0 Bf. xESEIRIBELCTOGDGISETXEXEH BI CLI. 9) 
式 给 出 ,其 中 的 系数 aa 由 (11.10) 式 确定 (证 明 从 上 略 ). 


此 外 ,在 由 sin A £—0 确定 固有 值 = Ei 时 ,n 还 可 取 
REl 一 2,…, 但 由 于 sin — r= sin ” Te ERE A D E 


有 函数 系 {sin To rp 8 MC A CHER ICA 2 TR n 取 负 数 的 情 
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WE. 今后 遇 到 类 似 的 情况 不 再 说 明 . 
例 11.1 求解 定 解 问题 
u,-auu. OLL, t0 
frio 
u|.2o— r—2),2,],-,—0 
解 因为 
go — xG— TW) —0, 
所 以 由 公式 (11. 10058. 


b= Ù, 
‘of 
an 一 2[za — z)sin ATT dy 
am [ 
E 
X — (p, n= 1,2," 


代入 公式 (11. 9) 得 定 解 问题 的 解 


_ S. 1— 1) nxat . nn 
- u(xr,t)— 2 i cos ^y sin 


D 


== s 2; Gps (2k Psin S 7 1 

二 .广义 解 概 念 

例 11.2 设 长 为 
l W, REP xc 0. 
=] 固定 .在 xz 二 cl(0 
«c ) Abe sk dre 
h CB] 11-1), 然后 放 
开 , 让 其 自由 振动 , 求 
弦 的 振动 规律 ， 

解 定 解 问题 为 


11-1 


[ue -a' uu. Octo, t0 
LIC t) —u(l,t1) —0 


4 [hne 34 Qe r«cc 
ulr 0) = ; 7 
' (Aii ax) -—c) Mesa 
ee 
因为 GO =0, 所 以 ==0 (Ca 一 1,2，…). 
而 
i 
a, = 2[ zysin “dz 
= P [ Pain dr +f hU — xs in "au 
€ I -e "i 
2h n?e is 
二 一 aic — ey i 多 n = l2 
[AUL 8) 8 
- Zhi? c1. nnc nat. nn 
ulrt) = » asin cy cos "y sin yz 


cQ — cy n 
fd d EB FI e exe z=c 处 的 一 阶 导数 不 存在 . 故 不 满足 定理 
11. 1 的 条 件 , 因 此 zw(z;,t) 只 是 形式 上 的 解 . 

当 定 解 问 题 ( T ) 中 的 初始 函数 g 或 $$ 不 满足 定理 11.1 的 条 
件 时 ， 我 们 无 法 得 到 通常 意义 下 的 解 ( 即 古典 解 ), 而 往往 去 求 所 谓 
广义 解 : ~ 

假设 e€ [0,7]. 9 € [0.1]. E XR (i) CC E04]: Gs) C 
CL0,Z2j( 例 如 e.g LO] ER] Fourier 级 数 的 部 分 和 序列 ) , (8 48- 

$795 dun. 
TETEN, ib paar 


n Pt . nT 
u,(r,t) = Y (acos ee 7 Ei bP si -y sin ya, 
1 r 


z == 


其 中 
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at? - 2 ['etoosin da. 
n€ N,.kcN. 
go — 2 f Gosin "dr, 
uu RNT us ERARE u Ge A ERE O AE- 

需要 指出 RERA L'[0,7] 0 89 $8 3 P c 9X» BD e R 
数 序 列 的 平均 收敛 ,因此 这 种 意义 下 的 广义 解 Cr DR EPIS E 
是 连续 的 . 还 有 其 它 意义 下 的 广义 解 ， 本 书 不 讨论 广义 解 ,以 下 
总 假设 初始 函数 满足 定理 11.1 的 条 件 . 

三 ,级 数 解 的 物理 意义 

用 分 离 变 量 法 得 到 的 波动 方程 混合 问题 的 解 ( 即 使 是 形式 上 
的 解 ) 有 明显 的 物理 意义 . 

考察 级 数 解 的 每 一 项 


£) . nn 
u, (Xt) = K 


nnat ,NMG 
1 十 b,sin -y |sin 


a,COS 


= A,sin(«,t + 0,)sin TE. 


其 中 A, = V dicor. tgd =F > an= " ] 


我 们 知道 , Awsin (ent 十 人 ) 表 示 角 频率 为 w,, 初 相 为 5, 的 简 谐 振 
动 ,因此 | 
u,(r,l) = A,in sin Gau 十 和) 

描述 的 是 这 样 的 振动 波 , 弦 上 各 点 zx 都 以 同一 角 频 率 及 相同 初 相 
振动 ,但 振幅 | 4usin "77 | 却 依 点 e 的 位 置 而 变化 .在 点 z 一 0, 二 ， 
2 us 0 D qae B. LA sin "77 | = 0 ,表明 这 些 点 并 没有 振 
动 , 称 它们 为 振动 波 BARED TAA nm ume 
Cn ge iE Ansin ZE | =A, bci 
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波 ac, ILL EORR. XC DURER SECURE Qu Cc 
在 时 刻 4 的 图 形 ) 由 网 有 函数 sin Toe 决定 ,频率 由 固有 人 人 一 
T) 决定 ， 
由 以 上 分 析 可 知 ,波动 方程 混合 问题 的 级 数 解 表示 一 系列 驻 
波 的 全 加 , 故 分 离 变 量 法 义 称 为 驻 波 法 . 
四 、 热 传导 方程 混合 问题 的 分 离 变 量 解 法 
上 述 分 离 变 量 法 同样 适用 于 求解 热传导 方程 的 混合 问题 ,只 
要 方程 和 边界 条 件 都 是 齐 次 的 . 
例 11. 3 解 长 为 2, 两 端 温 度 均 为 0 初始 温度 分 布 为 q(x) 
的 均匀 细 杆 导热 的 定 解 问题 
{U= Uas ÜO«r«l, t0 
u(0,22—0, u(2,22—0 
p (xX,0)= gr) 
MO UNUS D X GOT O ,代入 方程 并 化 简 得 


TD X"). 
aTG) XG) 


ES P 


于 是 有 
T'(t)-- Aa? T G)—0, 
X" (x)--AX Gr) 0. 
由 齐 次 边界 条 件 得 固有 值 问题 
(C [X" (Gc) HÀX Go) —0 
UP GENE 


d HER HEAD BER DS A 一 | 至 | unm 1,2,…, ERR 
数 系 为 {sin Fr) n1, 
将 入 = [ITI 代入 关于 TG) 的 方程 得 
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` 


nr 
i 


ro 2] reo , 
其 通 解 为 
T.G)-C.e T», Lm 
利用 区 加 原理 得 
u(x,t) = 2,X. GT, G) 


一 - Mee osin Tzr. (11. 11) 
其 中 a= B,C 
由 初始 条 件 得 
— SD asin”! 
gixr)— 2; ASIN "y x, 
2f[ . ANZ 
故 as 二 了 r Hr)sin NELD n=}, 2, 


将 a 代入 (11. 11) 就 得 到 所 求 定 解 问题 的 级 数 解 . 
五 ,各 种 齐 次 边界 条 件 下 的 固有 值 与 固有 函数 系 
用 分 离 变量 法 求 出 的 解 ,实质 上 是 将 解 x(Cz' 世 对 于 变量 rÆ 
成 关于 固有 函数 系 的 Fourier 级 数 . 因此 这 种 方法 的 关键 在 于 , 根 
据 固有 值 问题 求 出 一 个 完全 正 交 的 加 有 省 数 系 来 . 不 同类 型 的 齐 
次 边界 条 件 对 应 不 同 的 固有 值 和 固有 函数 系 . 下 面 就 一 维 问题 给 
出 各 种 情况 下 的 固有 函数 系 , 其 正 交 性 和 完全 性 将 在 $ 11. 4 中 给 
H. 
l. 两 端的 边界 条 件 都 是 第 一 类 
由 前 知 ， 此 时 固有 值 问 题 为 
ni Cr) 4 XG2) —0 
X(020,X0)-0' 


MARA Am (7| mm 1,2,……* 轩 有 函数 系 为 fsin e) 
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2. 两 端的 边界 条 件 都 是 第 二 类 
设 ulr DSX OT ORERE., SWR BERATEN 
KEE, HAARO 38 TF UC ULT AR (01-168. A (8 [8] 6 
p (xr) + AX) 一 0 
IX 0O = 0, X'(D-0. 
4 AM<0 时 ,X(z) 一 4e “十 Be ^U. 由 边界 条 件 得 A—B-0, 
故 4<0 不 是 固有 值 . 
4 ) 一 0 时 ,X(z) 一 4 十 Br 由 和 0 一 0 得 瑟 一 0, 故 X(r) 一 
4 ,显然 它 满足 X'(O)—0. 此 时 有 非 零 解 
Xr) = A 3*0. 
因此 4=0 Te fL HE. 
34 A0 Bf LX (1) — Acos v À a+ Bsin VÀ r. 

H X'(00—0 18 B—0, TL X GO —Acos V À x. X BJ X'0)20, 
故 4 Asins A0. 为 得 到 非 零 解 ,必须 AZ O.X V/A DOT 
sins À41—0. 

由 此 得 到 ,一 一 | 至 | cnm es 对 应 的 非 零 解 为 


X,Cr) = A,cos " n 一 1 ,2，…. 
考虑 到 1 一 0 时 ,X(z) 一 4 天 0 也 是 非 零 解 ,不 妨 记 为 X。(z) 一 A。， 


故此 时 固有 值 序列 为 
固有 函数 系 为 


例 11.4 解 定 解 问题 
Ue = d'tn, OLI, t> 
[eto = 0, wllyt) =0 
u(z,0 — 9G. wG.0) — 9GO 
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FK 没 zz 和 ti 一 和 Cr)T Ci 代入 方程 及 边界 条 件 中 ,得 


T'OY. X"). 
a?T (t) X Ca 


于 是 有 

T") 十 at 一 0， 
及 固有 值 问 题 

4 AX(E)—0 

X'(oD-—X' 5-0 
固有 值 为 

A, 一 EJE n —0,.1,.,2,:^, 
对 应 的 非 零 解 为 
X, Cr) = ACOS m=, n = 011,2,---. 

将 代入 美 于 TG) 的 方程 . 解 得 


T) = C, 十 Da, 


narat 


TCD) = C,cos "77" + D,sin 2 n= 1.2, 


所 以 
ulz) = XX, OT, 0) 


a70 


nai 


= (co + bt) + 5 | ascos 
n=l 


. 0 nXGÍL T 
+ 5,sin =y ces TE 


其 中 a4,—C,AÀ., b,—D,A., 1n7:0,1,2,*-. 
由 初始 条 件 得 


plr) 一 ao 十 2; a,COS Tz. 


=— A, X’'(0) = X' (D =0. 


C11. 12) 
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"xa Nnr 


di) —b4- 之 b 008 D 
由 此 得 
t 
üg = nic 


r 。 
Q, = | gCr)cos mar, n-lbzvs 
Ll i 


1 i 
b, = 于 | wezodz， 


-2f nU = E 
b, = -2 f iocos 7 dr, n —],2,:. 


将 azoyanoB 代入 (11.127 即 得 此 定 解 问 题 的 解 . 
3. 一 端 边 界 条 件 为 第 一 类 , 另 一 端 边 界 条 件 为 第 二 类 
当 6(0,22—0,u, 0,2) —0 HF, iR u Cr, — XOGOTGÓO,1&AJrE 
程 及 边界 条 件 中 得 固有 值 问题 
X" (7) + AXC) = 0 
pne —-0,X'd)-0. 
A HI ATO 时 , 才 有 非 零 解 , 且 
Xlr) = Acos y Ax + Bsinv À x. 
由 X(0)=0 得 4=0, 于 是 X(z)=Bsin VÀ x. Bi X'G)—0 £8 


V À Bcos v A1 — 0. 
由 于 IB, E 
cos w A1 一 0， 
由 此 可 得 
nx-—— 
ZA 一 F; 2 n—1,2,", 
因此 固有 值 为 
(2n— lx 


入 =[ Ji n-1,2,. 


2 
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HAREK 


[sin Ere) , 记 为 6.(z))， n—1,2;,:. 
不 难 求 得 
z 
(B. B.) = | 8.608. Gode 
B psi (Z2m-——10xz, 
= | sin &* sin 2i dz 
msn 
E E a 
? m — n 


34 4,00, —0,u G0 —0 时 ,可 得 固有 值 为 
(2n) > 
A - [T ， 2—1,2,7, 
HARRA 
{p, G1 — {cos $27 
同样 容易 求 得 


(2n = pr 


2l |n—1,2,*7 


FA EI LES 
4. 有 一 端的 边界 条 件 是 第 三 类 


例 11.5 设 长 为 1 的 均匀 细 杆 侧面 绝热 ,内 部 无 热源 ,zx 一 0 - 


端的 温度 保持 为 0",z=: 端 在 温度 为 9 的 介质 中 自由 冷却 . 已 知 
始 温度 为 wz), 求 杆 的 温度 变化 规律 . 

解 ”和 定 解 问题 为 

u, = au, Oxr«l,tm0 

1- = 0, (zt 十 Pr)| -一 0， 丰 全 0. 

ul. eG) 

UL uGD—XGOTG ,代入 方程 及 边界 条 件 中 ,得 
T' GO) + A TG») = Q 
153 


及 固有 值 问题 
[X" Go + AX lr) = 0 
1X(0 - 0, X' (D HRX — 07 
£5 MED Ie A AO 不 是 加 有 值 . 5 ALOHT, 
X(x) = Acos // À x + Bsinv À x. 
B X(G0-—018 A= XGoOo-— Bsin V Ax. B X'X(G FAX(GD—0 
得 
Blv À cos / Al + hsin / A1) 一 0. 
由 于 BÆ0, PIE XE F A BLUE E 


若 记 Y ÀI—wW[7 RS 
— 
tgv 一 in" O >90). 


用 图 解法 解 此 超越 方程 得 可 数 多 个 解 m, 且 当 nowo n Hee 
( 见 图 11-2), 于 是 得 可 数 多 个 固有 值 


图 11.2 


V, i —Ó ev. 
.一 [党 | E n= 1,2; 9 
LASEIESE EZ 
(A. GO) = (sin a). 
利用 等 式 
zz Pn 
tgr, = Ih 
Bp 
V,COSL, = —Ihsin, 
不 难 求 得 
0 mn 
(B, y | 1 A - 
zUtrxoJy) "=n 
解 关 于 了 ( 的 方程 得 
T.GO) == Ce ete n — 二 2 
HEIDE 
uu = Dae aisin Tg (11.13) 
其 中 a,—C,B,, n=],2,; 
由 初始 条 件 , 有 
红 工 ) 一 2; a,sin Te 
故 


d. 一 ig | osin 7 eda. 
YF a. 代入 (11.13) 式 就 得 定 解 问题 的 级 数 解 . 
若 边 界 条 件 为 
uz|so = 0, (ur 二 ha)|, := 0, h>0, 
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则 固有 值 问题 为 

X"(r)+TAX(T)=0 

X(0)—0, XD HAX =0 ` 
仪 当 x0 lb ESERE 

X (x)— Acos v À r-- Bsin w À x. 
H X'(00—0 f& B=0, FE X (e) — Acos V À x. 
Xd X'G)-AXQG)-—0 得 
AC— VM À sin Y À L--hcos V À D 0. 
因为 AZ0 fk 
V À sin w À 1—hcos V Àl. 

记 V At» (>0) ,得 


ih 
gy  ， 


用 图 解法 可 求 得 此 方程 
的 可 数 多 个 解 ( 见 图 
11-3) 

Vi Mo SV a ttt Yu tts 
因此 固有 值 为 


-= | 全 | nEw. 


固有 函数 系 为 


L8. Ca) = (cos Fa) ; 


z+ UTI 2 m-—n' 


0 m yen 
(Bas Bm? -| 1 h _ 
; R p QI,» 


$11.2 非 齐 次 方程 及 非 齐 次 边界 条 件 的 处 理 


一 .固有 函数 法 
对 于 非 齐 次 方程 . 齐 次 边界 条 件 的 混合 问题 可 用 国有 琐 数 法 
求解 . 
设 有 定 解 问题 
s = au, H fat), 0 r«5Qt-0 
(I)4ul..,20, ul,-.:— 0 
die = eG), u.s = 9) 
HT € UOHBOT TER-IEZEIKB i ulr D= X GOTGOWBI.JEARSBE 
将 它 化 为 两 个 独立 的 常 微 分 方程 ,因此 不 能 象 齐 次 方程 那样 进行 
变量 分 离 . 但 分 离 变 量 法 实质 上 是 糙 解 uld RAXAT EA A 
数 系 18,(z))} 的 以 上 为 参量 的 Fourier 级 数 


uCr,t)— S TOR. 
其 中 T.() 是 由 方程 分 离 出 来 的 关于 工 () 的 常 微分 方程 和 初始 条 
件 确 定 的 . 问题 (1 0 5j fe] ECC LO fj E 22 0] E EL HL UR TRECE. 
EA C LOG [ST Tr BRI sin T ,我 们 设想 问题 ( 工 ) 的 解 也 有 
如 下 形式 

utx,t) = D (£)sin AE. CU. 14) 


其 中 T.(2) 为 待定 函数 ， 则 显然 ulr O MERR AR RIE- 将 
u Gc, D ICAOT PS CP P ix BEWE T), W u Cc EE 
解 问 题 ( T ) 的 解 . 


H ulz) = joe (sin Tz 代入 方程 ,经 整理 得 


S(r. "O+: mma 
LESS! 


p 


T. (2) Jsin n m fru. 


157 


由 于 左 端 吓 关于 (sin 字 x} 的 Fourier 级 数 ,为 确定 它 的 系数 ,也 
应 将 右 端的 FGc D BOSE. [sin Fr) 的 Fourier 级 数 : 


Jin) IESUS m ax|sin TE 
iif. = a fix, tsin adr, 则 有 
> T "(£) + | T, (t Jsin 7 Ea -M. (£)sin x 


比较 sin ^ ys 的 系数 得 

T, G) pee T4 = fü. n—L2,- 
由 初始 条 件 ,有 

u |o = Hr) = 2T. (sin TE; 
* nli. = Cr) = 2/77 《0)sin 
这 表明 T, OM T, (00 4 9] E q(x) 和 (x) 关于 {sin 的 
Fourier 系数 , 即 
anz, 记 为 


T.C0) = Ef gx )sin dx 


一 fr. 


AKT 


T, (0) = 了 | d xr)sin NES za. 
于 是 得 到 关于 T, OH H RA 程 的 初始 值 问题 


` nra 


"AC TG = f.» 
t ad J (n = 1,2,0). 
TP ue 


用 参数 变易 法 或 Laplace 变换 法 ( 当 f. C 为 某 旦 函数 奖 时 ， 
可 用 待定 系数 法 ? 求 得 此 初 值 问题 的 解 为 
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nna(t— rt) 


7 dr 


T ou fasi 


+ peos Tati Ep sin TER. n-—]l,2».- 


将 其 代入 (11. 14) 式 , 即 得 所 求 的 解 ; 
Xq SGEBUEgEBRIUDeS12. 7.Laplace 4E 625 35 EE 
书 的 下 一 章 介 绍 ， 
上 述 利用 对 应 的 齐 次 方程 及 齐 次 边界 条件 的 回采 数 系 , 求 
解 非 齐 次 方程 , 齐 次 边界 条 件 定 解 问 题 的 方法 叫做 固有 函数 法 . 
例 11.6 解 定 解 问 题 
(Uu =a un Harli a), EAr, >00 
u(0.1) —0, u,0,:)—0 
iu (r,0) 20, ur ,00 —0 


| u(0,t) —0, u, (4,0 —0 
18. I8] &E PE] 


sin on = 1,2,,75, 


Bra) 
2l 


故 设 定 解 问题 的 解 为 
ur.) = ST, Cr)sin npe 


"n—1 


代入 方程 得 
LAGA 


r=] 


(Zn — 1) ra’? 
4i” 


T, sin -和 一 一 


= z(20— x) = bars — (2n — 1). 
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其 中 
2 j| 
Ía ET | (2lx — x’ Ysin di 


NECI LN 
(2n — 1) 


(2n — lra 
20 
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比较 系数 得 


M AL T Us (n — Yr, | -一 . 320 — 一 LEE 
1.0) + d 740 = gu ye "bL 
-对 应 的 齐 梁 方程 的 通 解 为 
TAD = Acos STRM, Bosin Cn DRE, 一 1 2 
由 于 六 是 常数 , 故 设 其 特 解 为 
T; G) = C 
代入 方程 解 得 
irc RBS Le = iis 
Tr (t) T C, (Zn — l)a 29 n = 1,2, 
所 以 
TOST, GO) TIG) 
ES (2n— 1)*a (2n— 1) ra 128/* 
= A,cos 2i t B,sin 2i t "Gn -— 1x » 
H ttd 
7T.(00—0, T,'(00—0, 
BE 
| 4287 
| (n= ma 
(2n— 1) opm 
n-- Ta 
4 B uu 0 
由 此 定 出 
N 128: B 
dines (2n—1) wat" mod 
因此 
.128 NN ; 2n — Dno Z i 
TUE em D (17 eos 2l 1]， a=1,2, 
最 后 得 到 此 定 解 问题 的 解 为 
| 128^ < 1 (2n—1)za 5). (2n—1)n 
ulet) = 2j cpi s 2 t )sin HEBES 


x 
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8| 11.7. 求 内 部 热 水 强 度 为 Asiner, PEL S fs: 


零 的 细 民 杆 上 温度 分 布 规 律 . 
解 ” 定 解 问 题 为 
U, == Run cb sinet, Ori, t> 
u0) — 0, u, (C. = 0 
jaa —0 


n = au 
u, (0, —0, u, Cit) = 0 
得 固有 函数 系 
[cos re | n—0,1,2,-- 
Ue 


ux.) = > 'T.(t)cos i 


将 其 代入 方程 得 
DITF 


n—U 


mel 


! 


PUE Es AJ 


T, (4) Jcos P = Asinwt. 


由 于 Asina 5j x AX EX F ticos EIS Fourier 系数 为 


às = Asittet , G,—0,n-—1,2.**. 


于 是 得 
7 一 4sincot， 
T.U) 2H T,G)-—0, n-—1l,2,- 
解 之 得 
T,G) 一 一 A cosut +C, T,G)-— De T", n= l, 2， 


始 条 件 得 
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rt ,CO)cos ne = (0. 


i A 
T T, (0) = :Q.n 70, l. 2,** . HEEE CoD dno1,2, 
,于 是 
A E: 
T.G)-— M -— cosct), | T.) —0, n = l.2.7 


所 以 
ur.) = Sr, (t)cos ys 一 EI — cosax ). 
二 , 非 齐 次 边界 条 件 的 齐 次 化 


前 面 介绍 的 解法 ,只 适用 于 常 齐 次 边界 条 件 的 定 解 问题 . 对 
于 带 非 齐 次 边界 条 件 的 定 解 问题 要 配 使 用 这 些 方法 ,就 必须 将 边 
界 条 件 “ 齐 次 化 ”. 


考虑 定 解 问题 
us = BU, H fnt, 0 x«l. EA0 (1.15) 
PI NUS UR. AME . CIL. 16) 
luco = PT), teles = VG (11.17) 


由 于 方程 和 定 解 条 件 都 是 线性 的 , 故 可 利用 登 加 原理 , 设 
uCr,t) = v(r,t) H wr 20. 
3E EDS o4 VERUS EAR vo Ge 0» MIERT v(Gzst 的 边界 条 件 是 齐 
IRA Bp 
vlo= 0, vlz = 9. 
由 于 v Sulz d wl AERTS 
w|.-e- Al), wl. = plt). (11.18) 
满足 条 件 (11.18) 的 wr O S ATE E HR 262: 7. 我 们 可 以 选 
取 其 中 最 简单 的 形式 
wrt) = AGr + BG), 
其 中 AO BORE. 由 条 件 (11.18), 有 有 
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o = gu) 
A) + B) = p(t) 
于 是 得 & 
AG) = USD us OX. BG) = an CD. 
队 而 
wG,) = Us) — pt) + n. 
即 只 需 作 变换 
urst) = vrst) rao 一 AKC] 十 O5, 
定 解 问题 CE ) 就 化 为 关于 v GO Bg TEX AR IERI) SE SER 
v, = a*v,, + fi Cx , O«cxr«i.t-0 
anie v|.-,-—0 


v |, = ør), An = yo 


其 中 
FE = f(x) 十 Wa 0 We 


一 7 了 (zt) 一 RD EUM, s a" a». 
q(x)2 plx) — wG,0) 


E es [E59 60, " 1C») : 


7 A F ^ 
di G) o io 一 (E97 9, e 1o). 


可 用 固有 函数 法 求解 定 解 问题 4 下” D. | 
当 边 界 条 件 不 都 是 第 一 类 时 ,这 种 方法 也 是 适用 的 ,只 不 过 畏 
B eR Y wo Ge OO BÉ SX afi eS. 这 里 给 出 常见 的 几 种 非 齐 次 边 
界 条 件 下 的 w(x,z) ,请 读者 自行 验证 、 
CO 对 于 ujazo = HE), uam (1) ,可 选 
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wlr. t) = vx + gu) 
(2) REE urhea 500), ufan = y) ,可 选 
wirt) = v e d plt) 一 CD 
CII 对 于 o ula. =A), talen = r0) ,可 选 


2 
Q4Q) — »Q022 d- 5» GM. 


wlr, t) = > 


例 11.8 解 定 解 问题 
U, = unas Lr, >O 
e [sg aci t, use: = Ü 


u |;= 9 = 0 


解 oWuGoD-—voG.DdMwG.D. 由 于 左 端点 的 边界 条 件 为 


第 二 类 , 右 端 的 边界 条 件 是 第 -类 的 , 故 选取 
Wr) = xt — lt. 
[339 se, — a1. uuu 0LBTUÀ v Ge OE E 
Ui = av (xo ceret 
je = 0, vleu = 0 


vfo = 


Hi 11.1 知 ,固有 函数 系 为 (cos 07:182) sug es i 
p 
virt) = 2T. (cos E, 
代入 方程 得 
(2n —- 1) ra? (2n— ir 
> (T. (t) + XE h G) eos ir 
Z PEE os 2n D, 

其 中 
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EEA Laz nx, |. 8 - vis 
fe | (Z TICOS 2l dz— oT n 142, 
且 此 及 初始 条 件 得 
Ze ue (an) E os " 8 . 
t uprco mw qae cL E quist. 
T.O) = 0 


解 之 得 
3222 NUI 


7.0) = ma? COn Ire Dil 


故 


" 32n — 1 -et (27 -一 Danz 
vlz t) = xul2s Oni a Jes ro: 
原 定 解 问 题 的 解 为 
ulasti) = (riy 
327 m 1 o a 2 pret, (2n—1 
Tug 2. ee DL Uc SEBR- a 


当 非 齐 次 方程 的 自由 项 和 边界 条 件 都 与 时 间 : 无关 时 , 称 为 
稳定 的 非 齐 次 问题 .在 这 种 情况 下 ,辅助 曾 数 也 可 选择 成 与 :无 
关 , 并 且 能 同时 使 方程 也 齐 次 化 . 

例 11.9 求解 定 解 问题 

Un = a'u, H fÓx, Or lt 

e = A, u| = B 
u | ena = PUE) s tu lino = PCr) 
解 ” 这 是 稳定 非 章 次 问题 , 设 解 为 
ur. = vlet) + wir). 
代入 方程 得 
us = aU H O H a^w" (r3. 

选取 eC) ,使 其 满足 
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[G*w" Cx) =- f IG) 
lwo) — A, w) = B 
AHE vle TE IE. 


Un © Uar 
tjs. 0, vl,., = 0 
lee = wa ~ wad wies m GO 


Ex PT x CUL SERTOK 49 ve GO Rv Gre 3x SKoK M y 
解 问题 的 解 . 


EA. S) = cos ?7*, o E n i pg 


px 4 A gnai’ ED, 


=0 (0-«x«D. 可 求 得 


wG) m esos EA p AS iS. 
由 分 离 变量 法 求 得 
vlz,t)=— L 2k—l (os ZET DTe (KDr 
Ta 4&* — 4k— 3 l 7 
故 
u(r) eges P P AA E 


dí NS 2k—l | (2b— Dra Gh x 
mai 2 nop p 7 sin ~ x. 
$11.3 EEK EZH Laplace 方程 
的 分 离 变 量 解法 

分 离 变量 法 不 仅 可 以 解 波动 方程 和 热传导 方程 的 混合 问题 ， 
而 且 可 以 求解 某 些 区 域 上 Laplace 方程 和 Poisson 方程 的 边 值 问 
EB. i 
—O— BRE E Laplace 方程 的 边 值 问题 
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设 有 长 为 宽 为 6 
的 殷 形 薄板 (如 图 1:- 
4) ,两 侧面 绝热 ,有 二 边 
的 温度 为 零 , 男 … 边 的 


温度 分 布 为 f(r) ,内 部 u-0 u=0 
没有 热源 . 求 稳定 状态 
时 板 内 的 温度 分 布 ， 
此 热传导 过 程 的 定 sen 
解 问题 为 — 


ul = O, u| = 0 0O<y<b 
u lyo = A), «0, e yeu 
ELA -ALTRIER K, a A fi FEAT AAA R 
解 . 设 解 uy XGOY GO :代入 方程 得 


Xr(z) — Y"). 
Xc) Y% 


scie Oc rca, 0c yb 


Às 


即 
X"(x) -AX(2—0, 
Y"(4) — AY (Gy) O. 
利用 齐 次 边界 条 件 得 园 有 值 问题 
X” Cr) + ÀX ixr) —0 
pus —0,X(a)-0 
易 知 固有 值 为 和 一 | UE] ，m 一 1,2,……, 固 有 函数 为 


XeCz) = Bsin Tr, a 1,2, 


而 
Tod etuer De "V one 1,2,» 
HE RE OCC 
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d P IEEE 
ukay) = (a0 H be ""*)sin TU 
n=l 


Eq: a,7-C,B,. b, — D,B,, n=: 1 ,2 
出 5i 28 RE A ep RET 
la, Hh, = f, = ! f i osse Eu 


| n= l,e. 
leta, 4- e map == 0 


v» 4A 
解 之 得 
加 f, LR , B " ù ere f 
e, = erta — e” nnbia? Ja 77 pnma E e "ba ? n 1 + 2 .ttt 


S oh 


(v b LIRESAIPE ] ni 
ES Certi» bu e Uy ia Jsin — 
— e : a 


ulr, y) 


"Cw us i prz - 5) acA 
= —— sin -- r. 
a a 


2e md sh Gimb/a "s 
EA ER CU AERA … 组 章 次 边界 条 件 的 Poisson Ar Té xE fi [u] 
是 由 是 适用 的 . 
例 11. 10 求解 定 解 问题 
4ucbuy——2,0«xr.-1,0«v»«]1 


ule = 0, ul = 0 


ulyo = 0, u|,-, 0 
8E 由 
[ctu = 0 
lela = 0, uje- 70 
MARKA (irm) yn = 1.2. . 设 定 解 问题 的 解 为 
ulr, y) = A 


a= | 


代入 Poisson 方程 得 
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> es n'x'Y,(v) + Y,” (y) sinn = NUS, sinixz, 


Mus 
其 中 
I 了 
/一直 ( 一 2)sinmrzdz = A tc- 1» — 0 
n ni. 
[. 0 n = zh 
X -- 8 b E (k E N). 
p n= łk] 
于 总 有 


D EXE, NS NE GER 9, 
Y,"CÉD —a'z'Y,.Cy) Ea D—13, 


由 另 一 组 边界 条 件 得 
Y,(CO) = Y,(12 = 0, 2 = 1,2, 
解 之 得 
Yay) =À, 


4 CeT naL. j] jet Dry 


t 站 
Yu i» X (2k—1)'sh(2kn— r) ` 


8 
(2k EST 


+ (1 -—6eU0 Unye- (2 - Dm) p 


所 以 


— (2k= 1m 


Pe 1 x^ 1 (e UE 
UC mw E Ok Dish x) 


Ge pry 


1 cx o GR- lim 7 
Tp De 7n B jin — De. 


如 果 了 两 组 边界 条 件 没有 一 组 是 齐 次 的 , 则 象 处 理 非 齐 次 边界 
条 件 的 混合 问题 那样 ,也 可 用 引入 辅助 函数 的 方法 将 其 中 一 组 边 
界 条 件 齐 次 化 . 另 一 种 方法 是 ,将 这 样 的 定 解 问题 分 成 只 带 一 组 
非 齐 次 边界 条 件 ,而 另 … 组 为 齐 次 边界 条 件 的 两 个 定 解 问题 分 别 
求解 ,再 利用 悟 加 原理 ,将 这 些 解 相 加 便 得 到 原 定 解 问题 的 解 . 关 
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于 后 一 种 方法 读者 可 参阅 [26]. 
Z BRE Laplace 方程 的 边 值 问题 
UEFA a EAW HAR. 表面 绝热 , 测 周 上 温度 分 布 为 
fi Gr y ,内 部 无 热流 , 则 圆 板 上 稳 恒 状态 的 温度 分 布 用 定 解 问题 
fu, d-u,, 7: 0, xt 4d- y a 


1s | tens 4? = fi (x y) 


描述 ， 
为 便于 使 用 分 离 变量 法 ,我 们 来 用 极 坐 标 系 ,于 是 上 述 癌 题 化 
为 
2 "2 
a es 4 : 2. 十 "s -0 pce Xm 
u | pa = fun 
其 中 
f (0D — flacos asing). 
设 解 u(o.0)— RCO CD ,代入 方程 得 
PR'(G)EpR(Q) — dro 
Rp) $(8) i 
即 


UR" (MHR (MRE — ARCp) —0, 
qd» (0) 4A- A9(0) —0. 

X Ek zz AEA ESTEE ERAT £8 — RRR 
fF BR REEE A TIBERI A TDH Co 0-- 21) ER 
同一 点 , 故 应 有 wtp,9) —u Co 04-20 Fr ARERR E. H 
此 可 得 8) — DOH ;车 圆 板 的 中 心 p=0 处 ,湿度 应 该 


是 有 限 的 ,因此 有 |z(0,9)1 ' 称 之 为 有 界 性 条 件 ,出 此 知 
limRCp) 过 十 oo. 这 两 种 边界 条 1 o TAERE H RH 
定 的 , 故 称 为 自然 边界 条 件 . l 


由 周期 条 件 可 得 固有 值 问 题 
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j P" O) FAB —0 
(6(0) =P A+ 2x) 
仅 当 xo 时 ,上 述 方程 才 可 能 有 韭 堆 解 
BO)=Accs V À 0-- Bsin v À B. 
家 条 件 000 -—0(-2-2:20 (1 f&t8l 7 (i 
A =n’, aD 2i; 


及 固有 函数 
P.D = A,cosnÓÜ + B,sinuÜ, n — 0,1,2,-. 
XF ROI 7; B X 


CR" (QD»--eR'(p) —R(Go):- 0, n—0,1,2.7. 
这 是 齐 次 Euler 方程 ,其 通 解 为 
Re) = C, + D,lnp. 
R, — C + Do", n = 1.2.7. 
AK AER H limR GO <+ co. MR Do- D, -0 BEL 
Ro): CP, n= 0,12. 
ex 


u(p,0) = a, 十 p" Ca.cosnÜ 十 bsinng), (11. 18) 


a=] : 


其 中 的 (Cr 一 (4 一 ,2 
由 非 齐 次 边界 条 件 uou O08 


fK(0) = a, 十 Sa^ (a cosnÜ + b sinn), 


"8-1 


由 此 可 定 出 解 中 的 系数 为 
aa 一 去 | foe. 


1 2a . 
a, = | f Ocosntdg, 
站 


na” 


n = ]1,2,.':-. 


2x 
5k -Lf [(O)sinnOd8, 
| Ka" jo 
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将 它们 代入 (11.18) 即 得 定 解 问 题 (R ) 的 解 . 
圆 域 上 poisson 方程 的 边 仁 门 题 也 可 四 加 有 函数 法 求解 . 
例 11.11 求解 定 解 可 题 
fus Sanc kecomRue E ey gi 
luis; es — 0 
解 由 于 是 圆 域 上 的 问题 iU HEBES p A - DUE XE f [3] 3L f A 
Tox 1 Ju | Fu 


25 5 29b gap T sinz, 0«r«a, US UR. 
u|,-.-—0 
di E Bf ip 8 SEP ER EC 
A,cosnü-FB,sinnÜü n = 0,1,2.*-. 
因此 设 定 解 问题 的 解 为 


u(p,0) = Relp) 十 S CR,CpJcosng-HS (o)sinn). 


n-z 


将 其 代入 方程 及 边界 条 件 并 考虑 有 界 性 边界 条 件 就 得 到 下 面 四 个 
常 微 分 方程 的 定 解 问 题 . 

JE” (p) 十 R, (0) = 0 | 

URS (a) = 0, limR, Co) «-— co 

1 


R,"( * ——R,' —— nR = 0 
1 P + p (p) — p (p) 


R,(a) = 0, limR,C(g) < 一 十 ee 
pro 
Sut Co» + Ix (p) 一 "sn -0 
B p 
Sla) = 0, lim, (Cp) < 十 eo 
p 
S," Co) 十 de iy 一 A S.C) =- p 
p p . 
Sla) = 0, lim.S; (o) < 二 十 oo 
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它们 的 解 分 别 为 
Ro) = 0, 
R, —0 (n= 1,2,""), 
EG =0 Gro 15354472, 


SaO) = igo 一 
所 以 
u(p,0) 一 各 (eepsin20， 
即 


ulz, y) = quc, 


$11.4 ”特殊 函数 在 分 离 变 量 法 中 的 应 用 


用 分 离 变 量 法 求解 某 些 定 解 问题 时 ,会 出 现 一 些 特殊 的 固有 
值 问题 ,其 解 是 特殊 函数 ,例如 Legendre X Bessel 函数 等 . 本 
节 将 介绍 Legendre 多 项 式 和 第 一 类 Bessel RA ENNE Eh 
的 应 用 ,并 将 给 出 一 般 固有 值 问 题 的 一 些 重 要 结论 ,， 

—.Legendre 和 多项式 的 应 用 

考虑 球 域 上 稳定 温度 场 
问题 . 设 球面 温度 分 布 为 
了 (9) (8 的 意义 见 图 11-5)， 
求 稳定 状态 下 球 内 的 温度 分 
Tf u. 

u 应 满足 定 解 问题 

ôu = 0 
lis =f) 
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FLA RRR Hi 
i = rcosQ sind 


|? -— rsingsinÜ , 


.m o FCOSO 
j 23,,28« 1 ð, . p Jtt l Fu 
[ril PN LED Mee 2 T 3 x et ` An [s EU r T 
ni r* a à? t 7*"sinÜ 3g in? 28? t r'sin!Ü de 


FF ALERT EC HA RR A br I ELE GNIS oO 
AE rs 0 I C nOD ,从 而 入 一 0. 于 是 定 解 问题 化 为 
| 1 3, , ðu l 9 


- UEM = 0 


rar" dr’ — rsinó 30 20 
| O Gra LALR 
u |- = f(5, OLIK 
而 上 分 离 变 量 法 求 (Y ) 的 解 . 设 ur — RGOOGOD, 
代入 方程 得 
RITERGT) DO) etga) _ 
Rr) | PDO) 


CN 3 


Às 


Bp 
r R'(R)A2rR'CGn)--ARG)-—0, 

Q"(0) --ctg0Q" (0) HADO) — 9. 
实数 4 总 可 写 为 4 二 1(L 十 1) 的 形式 ,又 令 + 二 cos9, 并 将 B(9) 改 写 
为 yGO Ml 一 方程 化 为 


dés dy e ^ 
(Leu curd» 05 


这 个 二 阶 线性 变 系 数 常 微分 方程 称 为 ! 阶 Legendre Z7 £2 . 对 其 
EMRK. 设 解 为 | 

y= Jar, 
LA fzf8 THE XX. BERFAU x*' 的 系数 得 


( —D G-U-1) 


Cata €&--2) CR 2-1) LU k—0.1.2;.-*. 
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故 
Lak — ( =] ^ iet 
1—2)4-—4)-:O—2k T 2) 1) Ur3)y-0.2k 1). 
(25)1 e 


TEL IN — 1)» 


U—D-3»-U—2EEDGTE2)0 0) GF 24D 


(2 十 1)1 
k-:1.2,.: *CosC€| 为 任意 常数 
于 是 
y—coy)GE2 tey lr), 
其 中 
y Goo - ED d pE DUD oL p 
,UI0—2):- (—2k 202 D G3 GH3-25—1) n 
=] » 
(25) ! 
Heer, 
y») 24 - £CDOED,, CDU 3UE2CA ps 了 
c py UZDU) URH UH UA 28) 
(2k+1)! 
E rt... 


E ED ax p SR agus Sce fS ERE 1, 而 当 z= 十 1 时 ， 
由 Gauss 判别 法 可 知 , 它 们 都 是 发 散 的 , 且 可 证 明 在 [一 1,1j 上 都 
是 无 界 的 . 显然 yo (0 53 yy(x) 是 线性 无 关 的 , 且 都 是 Legendre 
方程 的 解 , 故 
y=coy xr) oy Cx) 
是 Legendre 方程 在 (一 1,1) 内 的 通 解 . 
由 以 上 解 的 表达 式 可 知 , 当 !: 为 整数 时 ,yof(z) 与 yz) 之 一 下 
退化 为 多 项 式 . (由 于 /二 一 入 ARAR I U+ 二 (N 一 WN， 
只 需 讨 论 ! 为 非 负 整 数 的 情况 . ) 令 1 一 nr RENER, D A n 
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HERUR y E n XE MISC. Mn IAR yc GO RE n IX I 
式 . oy Ay RAE T E AU ACE ENDE: 
Iz 
per x aa mme 
这 就 大 $T Legendre ZMA, tu Fk CS 38 Legendre pK EIC. TE 
意 , 此 时 另 P SOS JG TRECE q (zi, 称 为 第 二 类 Legendre 
函数 ,于 是 当 ! 为 非 负 整数 时 ,Legendre 方程 的 通 解 为 
yGr) = CoP) F ciu, G2. 

id FERE RECN BIST «G0 Oxon 时 是 有 界 的 . HP O00 
"5 OsLOLm 时 有 界 , 亦 即 vGOdEE 1.1 LES TRE LE RERO 1 为 非 负 
整数 x. BB A (Rn) t 

(P"O) + etg (0) HAPO- 0 

TOES MEE 
UH An d-1 ) 时 有 非 零 解 

P,O) = p,(cosDD, 7 一 0 ], 2, …. 
此 时 ,基于 RGOBSJr BE 
ri RX)T2rR Cr —nG 43-12 Rr)S=0, 
Hom 18675 
Rr) = Car" + Dr S), 4-101427 

由 解 的 有 界 性 ,应 取 D. 0, 

R,(r) — C,r^, N02 
ARRIER, f$ c fg ap CC V 7 的 解 


u(r.0) =$ Cur" p, Cos). 
由 非 齐 次 边界 条 件 得 。 
fa = S Carp, Ccosb). 
为 来 C. JS DEA 一 cos0,zE[ 一 1,1], 记 了 0) 一 F(x), 则 
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xd. d o | 
C7 TET Fors 0H 


- 1 
8 n F(zr)p, (x)dz, n 一 O,1.2.7. 


例如 J(8) —cos?0, Bp i enu zr + gm] 
2n 十 1 


C, BED pC dr, » 0,1,2 
Ee 
BO » 为 奇数 时 p. OREM C=O 6 n 为 偶数 时 ， 
ENTM TES 
C, 一 ;| zdx = à" 
ees A r? PI — Ddr = z. 
zi d'(z*-— 1)» » 
对 于 n>2, 利 用 Pp.(z) = 于 -SC D" ,由 分 部 积分 可 得 
PN n = 4.6,8.,-7 
所 以 解 为 
ur.) = -| + uet (cost) 
$734 
= i ^ cos! uod iv. 


实事 上 ， i ds ERES 系数 C, .因为 
x “= 二 polz) 十 人 ps(z)， 故 比 较 


zT’ 一 PG) 十 Ep) 一 Cap, GO 
两 边 petz) 的 系数 ,立即 可 得 


C - l0 =É RRC 一 
二 Sturm-Liouville 方程 的 固有 值 问 题 
由 前 面 的 讨论 可 以 看 出 ,用 分 离 变 量 法 求解 定 解 问题 时 ,关键 
是 求解 一 个 常 微分 方程 在 齐 次 边界 条 件 或 自然 边界 笨 件 下 的 固有 
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值 问题 . 用 分 离 变 量 法 所 得 到 的 解 , H KREK OR lE u 按 回 有 水 
数 系 (B, Cr) 作 广义 Fourier 展开 ， 为 使 广义 Fourier 2E RUK Sx 
To Ru ER 18, G0) XE LI [as] EIE TE IE SE AR LOL T2R 
i LEPUESA GT FEB HAN He. 
任 T BER TEE 03527 TE E LUE 7 9] ER UR i. RT DL fE Uy 
下 面 的 形式 
E (6927 -aG3--A9 Gy —0, acr«b. (11.19) 
通常 称 这 个 常 微分 方程 为 Sturm-Liouville 方程 . 前面 用 分 离 变 
量 法 得 到 的 加 有 值 问题 中 的 遇 微 分 方程 就 是 它 的 特例 .例如 取 
klx) -1a sgir) =0,plx)=1 就 是 Legendre 方程 ， 
因为 冉 有 值 问 题 的 边界 条 件 可 以 是 第 一 、 二 ,三 类 齐 次 边界 条 
件 及 自然 边界 条 件 ,因此 Sturm-Liouville 方程 固有 值 问题 的 提 法 
是 
d .dy Mu. l 
iz [460 qj qGOy + Apg(r)y = 0, arb, 
在 x 二 4 及 zz 二 5b 处 的 第 一 或 第 二 或 第 和 二 
类 齐 次 边界 条 件 或 白 然 边界 条 件 ， 
对 方程 (11. 19) 中 的 系数 作 以 下 假定 : 
k €C'[a.b], Cx) Z0, ?4 x C (a,b BE EGIT) >O; 
q €C[a,b]13X q ECla b) HAE x — ax = b JE —ZRTR a CHI 
无 穷 型 间断 点 ), 当 了 € (2.0) 时 ,9(7) > 0; 
e €C[a 5). p Cr) Ze p > OCo, HERO RA T € Ca LO NE oC) 
>>0 皇 在 区 间 端 点 处 有 一 级 极点 . 
国有 值 问题 11. 20) 的 主要 结论 称 为 Strum Liouville 理论 ， 
Bi gut F ,证明 从 略 . 
l. 存在 可 数 多 个 实 的 固有 值 
pp ey C 
及 对 应 的 固有 图 数 系 {y(z)} ,nn 二 1,2,…. 
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(11. 20) 


2. 所 有 固有 值 都 非 负 , 即 ALZB0 n € 3. 
3. Ri ERA He Li [a.b r2 T BOURSE ckzr)? 的 完全 正 
PEU 
pcr) ys Goods 二 0 (msen, 


EIES SEL[ab A 
2 dps > 


4. T PT E 
Se BL OT. 20087 EM 则 fOGDXCTF S BJL X. Fourier 
级 数 
m pG f Gy, Goda 
f(r) = e»), c, = [eco feo, coda 
irs Joco cods 
Ele b] E284 H.— Sul SC. / Gn. 
= Bessel 函数 及 其 应 用 
在 极 坐 标 系 下 求解 痢 域 上 的 热传导 问题 时 ,会 出 现 如 下 的 变 
系数 二 阶 常 微分 方程 | 


a 3 es RANE y)y-0, a1. 21) 
通常 称 为 ， 阶 Bessel 方程 UVA x BE LUI COLL: 21) 可 写 为 
Elg - Éy + Ary = 0. 
T (IE FT ARERR Bessel 方程 的 解 . 


设 解 为 
yz) = us 一 Dant, 


其 中 ce 天 0,ayck 是 待定 的 系数 . 将 其 代入 方程 (11. 21) 得 到 I 
方程 
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at e ye Q 
c; CXKa 47-107 — 9320 
alla 3 2) - Y) 0 ， 


alla HR V) esu 0 
其 由 时 一 请 :=0 称 为 指标 方程 . dH a v0 aod amor. 
=y BI. 


——— P ——— 


Co 一 CA z 


22v 十 2)'77 C = E Ey p 


£j = 0, (Ca 一 
IN X Oe =0, Ét 
Cim- 一 Q, 


Um 7 9m(2v zm 2m) 


TET CHEN ITE GPs EET 
?"m Y (v H- m2 (/ H ml) (94-1) 
IN E T 1) 
= ge imr tmt 1) 
是 方程 (11， 21) 的 解 为 . 


os mo eT) e D Oe D). nt; 
fiit M 2 mil 十 nm 十 D^ 


= (~—1)” 


IN ov 1.2.:- 


m=0 
S EE (d P le mM 
ud eem Doere D| 3 i 


Kho 为 不 等 于 零 的 任意 常数 . 今 取 = zp f 
(11.21) 的 一 个 特 解 
1 —15* qm 
IMT 2m re | | 


A WOXTÓAURXER DWeec BORIER CER 3 v Br SS — 3€ Bessel 函数 ， 
180 


(E — (—1)” j z , 2m +v " " 
J.C T » miO F m + pi 2 | » 4 € &. 
当 a= —rv Ef, [REB [7r FECIL.20 89 5) — 7 REL R o = 
1 
元 二 | Du ERE 
zl pet lada m 
yim) — 24s ar a T D a ` 


这 个 级 数 对 任意 的 cE R dude an, BAARIA -» BR 
Bessel AR ICH JC BI 


A (— 1)” H x) 2m v | > 
J o2) De er Ed ， IER. 


当 v 不 是 整 数 时 , y G0) 9 GO 58 yiGO 一 了 7) 线性 无 关 ， 

T RAS ROI 21) 的 通 解 为 
y= AL(r) + BJ (c), 
其 中 A,B 为 任意 常数 . 显然 
(cosa), Cz) = J-e) 
SINY 

也 是 (11.21) 的 一 个 特 解 且 与 ].Cz) 线 性 无 关 , 因 此 (11.21) 的 通 解 
t apta 


Y. Cr) — 


y = ALGO + BY,G). 
当 一半 为 整数 时 , J GO C—1Y 4G) .BIL I; GoO 5 T, 线性 
相关 .为 求 通 解 , 须 另 外 寻找 一 个 与 于 (z) 线 性 无 关 的 特 解 ,这 只 
要 令 Y,(z) = limY.Go 即 可 ， 
事实 上 ,由 L'Hospital 法 则 知 Y.O EAT XH, E. 


容易 验证 ,Y,(z) 是 方程 (1i.21) 的 解 . 还 可 证 明 , 当 x 一 0 时 ， 
7 一 一 00,J,(X) 一 0, BRL Y. (2453 Li GO 8 fEAG XI] dc dt 
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ROL 21) 的 通 解 为 
y = AJ.Cx) + BY, (x). 

rr E ái B DE Ie XD. 
Kier 是 否 为 整数 ， 
Bessel 方程 C11. 21) 的 
通 解 都 可 表示 为 
y=AJ(zx)+ BY,(r). 

通常 称 Y,(x) 为 第 
二 类 Bessel 国 数 或 
Neumann MA. 

11-6 Bessel 函数 有 许多 

重要 性 质 ,此 处 只 给 出 在 分 离 变 量 法 中 要 用 到 的 第 - :类 Bessel i 
数 的 有 关 性 质 . 

S (0S1, 1,00 —0, LC- r) — C7 yc), n=1, 


2y, 
1. Besscl 函数 的 零点 

].(x) 有 可 数 儿 个 单 重 实 零 点 (x 二 0 除外 ) 且 关于 原点 对 称 分 
布 ,因而 J.(x) 有 可 数 个 于 零点 1 .一 1.2,，…， 

J,(z) 与 Ja,《z) 的 零点 是 彼此 杆 间 分 布 的 , 即 J,(z) 的 任何 两 
TARBE x m qub oA BUR Jua GOBI—E  n0,1,2. 7. 
图 11-6 给 出 了 LOR 1; GO ELE: JA Pr RUE HB TRECE 
情况 . 附录 一 中 给 出 了 LGOO —0,1.2:3,4.50 f] Bj 9 个 正 零 点 
um G—1,2, 90 B 9 IE IDU SD eR . 

2. Bessel 函数 的 推 递 公 式 


通过 直接 计算 可 得 
Lerla) = a]. UD, (11. 22) 
NA 
3 Ca, 37 777). G2. (1.33) 
vA 
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^ 


特别 地 ,有 

Cr]; C) =h GO, JV GO-—- Ji(r), (11. 24) 
求 出 Ci1. 22) 式 左边 的 导数 后 同 除 以 e 1 GR OT 23076 Y] SF 
TOR IER EA x! ,将 所 得 两 式 相 减 得 到 


LGi- 2, GOD H La G2, (11. 25) 
相 加 得 到 
JJ Gr) Ou GJ 22 (11. 26) 


3. v ft Bessel BRE UVA z)} 的 完全 正 交 性 
HT GO v fr Bessel 方程 (11. 21) 的 解 . 因此 上.(v A 2») 
dé AN 1 的 > 阶 Bessel 方程 
ry! Hary + xt oy 0 CL. 27) 
的 解 . 
3 25 CF HERR E AR [9] ET 
laty" M ny! + (A —y)9)y-0. 0«r«l 
(yl = 9. [yO] a 
这 是 一 个 Sturm-Liouiville 固有 值 门 题 . 
34 A20 BT JE ERO I. 278 dE2E E 
ya) = ALCY A3) -+ BY.CV Ax). 
E] XRGA r0 t, YCA xr) — 0,08 H8 RGH FR f 
|y《0) |  4-co BC B —0. X y | m0 8 LCZ 20-0. 由 此 得 
V A L— ui? BIST TÉ 


te) 
dr 


$0.2. 
HAKK Ag 
t. ea | HEUS ,2 
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由 Sturm-Liouville Bie Al. 24 v2 —1 Bf 41,248 LLOJI] 
中 pCx) 二 x) 中 的 一 个 完全 正 交 系 , 即 


"eri iri 0 — Mx 
xj. " dz 一 
J 
HIMESH SELLO] E 
Mero M s 
经 计算 得 


o: 
TA 
2 NET Hum | 
Hue [zB 等 zjaz 
EJ, 1 Cu) 
g? 
2 


-JZ O), (;— 1.2,3.*-). 


M» OBS Je l arem. 
类 似 地 可 得 问题 
Ma + ry + Ar — y= 0, Ox r«lt 
y Jaa = 0, [IO] «oo 


的 加 有 值 为 
a= (S7 |. e EL GO 的 正 零点 )， 
E [BITS eS UR | 
bs. iio 
此 时 
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根据 Sturm-Liouville Mie , 25 pg 3& 了 满足 一 定 条 件 时 ,可 展 
33 Fourier-Bessel 级 数 . 

下 面 举例 说 明 Bessel 函数 在 求解 定 解 问题 中 的 应 用 . 

例 11.12 半径 为 1 的 均匀 薄 圆 盘 , 内 部 无 热源 ,边界 温度 始 
终 为 0C ,初始 温度 分 布 为 1 一 严 : 求 贺 盘 的 温度 分 布 规律 . 

解 ” 由 于 是 圆 域 , 宜 采 用 极 坐 标 系 ,又 因为 边界 条 件 及 初始 也 
数 都 与 9 无 关 , 故 可 推 知 温度 分 布 也 与 9 无 关 , 即 x 二 w(tp,t), 于 是 
定 解 何 题 为 

u, = a? (ttp 十 Tu. Occpclt1220 
(M) zl 一 0 
u |o = 1 — p 
lu] <+ oo 
设 uCo t —RGOT EA ARRA TEHA RE 
T'E) PR CO) 十 CR 今 E, (0, 


aT) e! RCo) 
Bil 
T'E a! PT D) = 0, (11. 28) 
PR" Qo) + PR! Co) + PPR) = 0. (11. 29) 


B ul- =0 í RO) =0. H lu <o RO | «oo. 于 是 得 

固有 值 问题 

eR" Go) --pR' G»)--B'e*R(ép) 20, O«p«1 (11.29) 

ROD-0, |R | x Too ` 

方程 (11. 29) 是 带 参量 8" 的 零 阶 Bessel 方程 ,由 上 面 的 讨论 
可 得 固有 值 

A = R = UY RkR—L2,- 
及 固有 函数 系 
(J, Cui"). 1.2.7. 
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为 简单 起 见 下 文中 把 BP" 写 为 ue &€ HF. 


H Jj ££ (11. 28) 
y M 十 aT) = 


得 T,G) oce ， k=l, 2 
所 以 l 
ulp,i) = Moe Pj qup. 
由 初始 条 件 得 | 
l- p= Takaw 


k-1 


从 而 
1 
C 一 Ti ea == PD ande 


c NES zu 
x i^ el. GueHde — | Iede) 


"em Ar 


di uS y onnan) 


p 


Eg rt Gu) PA 2121 cao | 


— p Gugll Gap) | 十 al h Cade] 


E aJ Gad Gap) 
ira Hp) up 


za TET ( Gu) 
AJ, Gu 
[31079 

8 * 
一 RS $ = 1.2.*7. 

BG 
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在 积分 这 程 中 应 用 了 递 推 公式 人 41.24) 和 (11.22) ,化 简 时 应 用 了 
(11. 25). 
最 后 得 到 定 解 问题 (7 的 解 为 


S4) V Er c cá 
uCp,i) £4 zi Gay Une k 


其 中 必 为 Js(o) 的 第 大 个 正 零点 . 


习题 十 一 
1. 解 定 解 问题 


u|.-a = 0. ula =Q 


| Zrii DT 站 0 


ulo = O0. uw, luu = ZU- or) 
2. 长 为 :的 组 杆 , 内 部 无 热源 ,两 个 端点 温度 保持 0C CELA) fria BE X 
sin 27. , 求 杆 的 温度 分 布 、 
3. 求解 下 列 定 解 问题 . 
Un = atuna 0O<r<r >D 
(1) | 0. u.],;-.— O ; 


t leso = Sinr, tee lizo = 0 


ualr = 0, ty | ree = O 


t, = au, OZILL 
ol 


ujin = z 
4. . 求 下 列 定 解 站 题 的 解 ， 
Uu S uns KIZ >O 


C) u.s 一 0， ul... = 0 


; 
u|j,-s == xrsin n ug = 0 
ur = dus Oxlr«dit0 
(2) | == 0, r| 0 
urea = qGr) 
5 KALPAR ARERR, 1=0 EHI LE m A A ARE OC 
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c 


. 求解 下 列 定 解 问题 . 
(1) 


的 介质 中 去 ,已 知 初始 温度 为 Cz), 求 杆 的 温度 分 布 uat). 


. 求解 下 列 定 解 问题 . 


Un T hr TT ox ER c), QO«r«GttD 


(1) 


u| z:-0 Em u |r x iU E] 
ul. o= 0 ul: c 720 

3T7 in anat 
2 2C 


(2) pe = 0, tz |. (m9 
型 | T 0, PAPE —0 


Occ rito 


tüy = dus + sin 


U, 一 du, Asinwt, OLL >O 


— -9íw., Orb 400 


ui eo 0, xl, /=0 OT 
u|,-o7m0. ws ds 
u= a u, b utg, Lr, (9 

(2) ere u | -一 0 sg 为 常数 ). 
t'o 


-RA 2X3 DEO 


u|.-o-—0. u| z= B (A.B 为 常数 )， 
ulam 0 u, PELLI 


w=au Lr, 0 


La Orem, >À 
[ep 


(2) ueri. u, |. (gk,A JA. 


- 解 下 列 定 解 问题 . 


Uu. Uyy T 0. Oca 9 Dyo 
OPPONENT 


u,l,.570, u, | ,=-* 一 0 
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ud w,——2y. Ocr«X1,0«y«l 
v2 u|.-2-u].]1:—0 


u|,..—ul,.,—0 
10. Hj ^r fé dus d$ DE LOS ma. OX yc oo, V3 GU I E ILHAMEO 
ul,-o—0. u |z 70, u |y= = uos lim. u 一 0. 求 板 的 稳定 温度 分 布 


ux. y. 
11. 求解 扇形 域 忆 = (6p. 00 Jos psza 0s Osz 2 1 S (5 39 (E [RT RT 


Au 7-0 
s = 0, ulog = 0. ui... = / (0) 
12. 在 圆 域 D— (Gri y? e^ H- ys SK ft T a] 
l Pss To, 一 v y 
disces 一 2 
i3. ERMAR D= (Gri y) la? a^ 4. y! Lb. Oezaccb) EoR BOE SE ISTE 


uu F tyy M25 一 yA 二 


gu 
ula y= 一 Q, Jn 3 bct = 0 
14. 求解 球 内 Laplace 方程 边 值 问题 . 
Azk 一 0D,0< rs1l OKOL, Lp 2 " 
(o e WES E 
[2 = 一 
0 a«cÓOxmx 
áu-c- 0,0 r«a,0«B-mx 
(224; r 
n = Acosü 
Or | ,a 
19. 证 骨 
u; o P ecu ft =À 
h E a)n] Bra) de 1 E 
J9 i i 
0 Pk 
16. Yr € 
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hé X XC Us Co 321817 X Fourier E EP as E 9 CX IE SR k= 
lans. 

17. RERE RD Y H. 内 部 无 热源 ,下 底 传 进 热流 go M S LIE 
WERE OC K BUR ACER E A M . 

18. RKE R 


E r6 d 
Fu | ale e OO0«rR 


——-—a m: 
ag or r Or 


经 | =0, juC0.2[« 十 co 


| ar | -= 有 

: du | r 
LED 

i Ü *, at m n R? 
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第 十 二 章 ” 解 定 解 问题 的 其 它 方法 


本 章 将 介绍 定 解 问题 的 另外 三 种 解法 . 首先 介绍 波动 方程 
Cauchy 问题 的 D'Alembert 解法 及 解 的 物理 意义 . 其 次 介绍 定 
问题 的 积分 变换 解法 , 它 是 工程 技术 中 常用 的 方法 . 最 后 以 
Laplace 方程 Dirichlet 问题 为 例 .介绍 Green 函数 法 ,这 种 方法 得 
到 的 解 是 积分 形式 ,便于 进行 理论 分 析 . 


$12.1 波动 方程 的 D'Alembert 解法 


对 于 一 维 波 动 方程 的 Cauchy 问题 ,可 以 先 求 出 方程 的 般 
解 ,再 由 初始 条 件 定 出 其 中 的 任意 邱 数 ,从 而 得 到 定 解 问题 的 解 -一 
D'Alembert 公式 . 对 于 高 维 波动 方程 的 Cauchy 问题 ,通过 球面 于 
均值 法 将 其 降 维 而 得 到 求解 公式 一 Poisson AR. 
一 一 维 波动 方程 Cauchy 问题 的 解 
设 有 一 - 维 波动 方程 Cauchy 问题 
die. —oo« r« u^, t7»0 (12.1) 
(VI) : 
u|.-o— 9G) ulis Gr). marce (02.2) 
方程 (12. 1) 是 双 曲 型 方程 , 它 有 两 族 实 特 征 线 


atata cute. 


作 自 变量 变换 
&—r-cat. 79—r--at. 
则 方程 化 为 
zi = Ô. 
易 知 此 方程 的 通 解 为 


u = FD + G), 
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HEFG 是 任意 二 次 连续 可 微 函 数 . 代 回 原 自 变量 , 即 得 方程 
(12. 1) 的 通 解 


uCr,t)  FGcr-d- at) + GOr—at)2. (12. 3) 

上 由 初始 条 件 得 
[FG GG) 9 eG (12. 4) 
[es et (12. 5) 


3x12. 5)3Tf z £r 18 
FG Gye if 二 二 区 (12. 6) 
Bi (12. 4) & C12. 6) 立即 得 到 


zd bes Eft. c 
FG) = eG + n gods 4- S, 


Glz) = Tga) = nl. Gods 一 E, 


于 是 
Fix + a£) + Gir — ai) 


ue 1 r tat € 
eG + at) + zl. pods + S 


} 1 zc C 
十 z PT at) An d s)ds 2 


=L gee + a0 eG — an) + ES ecoás, 
Bj zE fg [80 8] C IO 9 y 
ur.) = b [gr + at) + gir 一 at)] + tT ods 
e 2 j | 2a -i ` 


(12. 7) 
以 上 解法 称 为 D’ Alembert 法 , 解 的 表达 式 (12. 7) 称 为 一 维 波动 
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j 


方程 Cauchy 问题 的 D" Alembert 公式 ， 

当 g€ CC e pE C C o9, 4 o0) IE, E PR] BT C VEL) 
是 适 定 的 里 其 解 册 公式 (412.7) 给 出 , 当 we 不 满足 这 些 条 件 时 , 厅 
以 去 求 ( 页 ) 的 广义 解 ， 

例 12.1 初始 位 移 gir) eU ,初始 速度 GO —sinz 的 无 
鼻 弱 作 自 由 振动 , 米 其 振动 规律 (zy,t). 

解 年 解 问题 为 


[ua — oo ux xd o0,.t»0 


EE: 
i lius =e Es 
tr e= = sin 
由 D' Alembert 公式 得 
2 Za rc 
xd - Gran? 一 ( : l si ] 
2x zi EHD L gT oen J+ 45 mzsinat. 
u 


| u =G Cta) 


VES eG r-28) “i =G (rga) 
^ 


a cen 


ui = Gir} 


12-1 


D? Alembert 公式 (12.7) 有 明显 的 物理 意义 . 由 于 (12.7) 是 由 
(12. 3) 得 到 的 , 故 只 需 就 (12. 3) 式 
uCr,t)—Gr--at) F(z 二 at) 
IRIT PRE. E u = Gler at) vw 二 F(x+at), 当 t 肥 不 同 值 时 ， e ur 
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uc GG — at) RAME 12-10. 所 赤 的 曲线 族 . ERR IR Cn = 
GG —at JERR] EVA SE a 出 右 传 播 的 波 , 称 为 右 行 波 . PE, u 
= 天 (zz 二 ai) 则 是 速度 为 “的 并行 波 . 于 是 问题 ( 亚 ) 的 解 (12. 7)， 
是 速度 相同 的 行 行 波 和 左 行 波 的 个 加 , 故 求解 定 解 问 题 (VW) 的 
D' Alemert 广 法 又 称 为 行 波 法 . 

ATARE DEFER D x 十 at 二 ci1 ,x 一 at:=co, 于 是 沿 特 
征 线 分 别 可 得 下 (x 十 af) =F U) Gie at) GG) dicil AUTE a 
平 徊 上 . 行 波 是 治 特 征 线 传播 的 ( 见 图 12-2). 


图 12-2 


征 解 问题 (而 ) 描 述 的 是 仅 由 初始 扰动 (2 及 所 引起 的 振动 
现象 . 下 面 给 出 解 xGzi 对 初始 图 数 py 的 依赖 关系 , 由 公式 
(22. EAS 12-2 Eu: 

COD ulr OTE zt PÉ EH P32QErnoW B iz EA xax ta 
时 刻 的 位 移 ) 只 依 束 于 es s 在 闭 区 间 7= ratos zotat ) E RE 
质 ,而 与 它们 在 了 工 之 外 的 性 态 无 关 . i ra atoer tat] 
PARARE CEHIA P HiO 5 x 
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xr -at= rg ufa, axcrato Z, Hate 


Lj x Ad sg E TEC EC AL 12-32. 


(2) Wo A PEE EU Los ss ] IBSIRICCEI gsp TE. sess 


TE dO FUB SC us] e] DX 1 

D= rf} |r sat ! 
ar. Hatt >00 

DE SM 

"m 4 ER DHL sl 

的 影响 区 域 , 站 end 

7 AA IER xir. 的 特征 


PG t9) 


r= ut, 
z= z, Jit 
A x W R ERROL] 12-4). 


图 12-4 图 12-5 


G) ed dec sr) EBD TB SEES AE DUE utr YTE TZ fa K 


了 一 1 Cr,£2 Li Fatri al CS) 


上 各 点 处 的 值 . PRT Dn, .rsj 的 决定 区 域 ( 见 图 12-5). 


.利用 D’ Alembert Zr tli p b) o ope se ak CD 一 个 端点 
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的 芯 ) 的 睛 由 振动 问题 ,和 下面 举 两 例 说 明 . 
例 12.2 解 定 解 问题 
2 
ulea = Pr), tlia = Pr), Oar o 
u |r- = 0 
解 ”这 已 不 是 Cauchy 问题 . 为 了 对 这 个 混合 问题 应 用 D’ A- 
lembert 公式 ,我 们 将 初始 函数 g,y METRE RE Lf E LBS ER 
K of F. 于 十 有 


u(x,t) = $ [P(r2o-at) + D(x—2at)] -+ lip" "V s3ds. 


将 o WE EEEH ARER. 除了 延 拓 后 和 匆 Du 
满足 D" Alembert 公式 的 条 件 外 ,特别 要 使 解 a Ce EORR 
件 , 本 俩 为 z|--* 一 0, 故 应 有 


Loin toan 去 | Vds = Q0. 
2 2a —at 


显然 只 要 DV ULTIMUM, 上 式 便 能 成 立 . 于 是 只 要 对 euo 都 
作 奇 延 拓 ; 


d) = Hd Po 
一 (一 X) 3Azx«0 
vo- (> 
J 一 XxX) Xr«0 
最 后 得 定 解 问题 的 解 为 
ulz m Brat) EG aD 3 d- s NGOs 


. 1 " Ed 
eG bat) | gir at) 24 i uu M s 


p Cg kat) =at) HES pods 当 ao X 
2 Aa Jarir a 
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车 端点 自由 Blas F RIFA uos 0, I SLE 


1 
2 


显然 当 更 ' 为 奇 函 数 ,有 ARER EARE. AH, REN eR 
PRIE RIEM : 


Lepant Can) - d oco PC- anje 


[qCr) Mr 


Plr) = : 
: laesus yro 
Pg ) d 当 r0 
E T LI 
$C— x) M aeu d 
此 时 定 解 问 题 的 解 为 
alet) = 
TT : x 
Y GG at) Haat) H INFO 当 <7 
sA rotedFaty3- i-e» LT des 
2 i rd a 2a 6 4 


当 边 界 条 件 是 非 齐 次 的 时 候 , 对 g;y 作 何 种 延 拓 就 难以 确定 
T. 但 是 根据 二 加 原理 ,我 们 可 将 原 定 解 问题 分 解 成 陌 个 定 解 问题 
来 解 , 见 下 例 ， 
Bl 12.3. 求 问 点 依 某 种 规律 运动 的 半 无 界 嘴 自由 振动 的 规 
解 ” 定 解 问题 为 
Hs — Aare 0<< rd o5. t0 
e = plr), uhay = p), Oro. 
tlem = H), £290 
设 uGra4)—vG.u)dMwGuD0 AP vla ddwl Daa 
XE f [R81 UT 
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(D «ue est Pir) Uleg dO. r0 
" Dog 0. (190, 
R 
fusco es. wm. 0 
i ge So SO, Writ Us c0 
1 


«ue | son — pnt )y. t0 
dfe 12.2 An 


bL... | EC z 

| MP | 人 一 一 ola d . f "T i 

| 2 poiria) plesat), zal fes "S : 
vlad) =s 


at 
dO ds gums 


E Colrat) -- 9Gat -- 23 T PME P 
7E Sra] i CO loa 6 e 8 E t Cg i 16) 36 n Bc ge a) 3 1) 
和 月 几 振 动 现象 . 因此 在 弦 上 只 有 右 行 疲 , 即 
1G ,I—GCr—at) , 
Rh c d feste Xi. dpa A AR Cp SY 
GC--at) =pl), E>. 


B 


-— at == y 得 
GG) = al D 2x. 
于 是 


1(x.4) = GüGr-—at) = PC 2y, 7 $ x | 
a a 


为 得 到 当 oc <> HEG H 
HENE, MA 


AR TA ANAR R fFe jr 60 


fe pe 

: a 
wirt) = GG-at) = : 

| 《Et 一 zx Joe X 

# D Dor. 


Ei NUES G3 UE S RETE RE BAI RU 
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a r| -E 
E Colrat) -+ Pr --at) 十: > | m dODods zE » 
ueste d opto bat) - xat —£Y14- d- In 7 Pads 
| MEER E dart 
z NE 
十 天 健一- pH aes Ü 


二 ,三维 波动 方程 的 Poisson 公式 

对 于 二 维 波 动 方 程 的 Cauchy 问题 
du lus =a” (uus, Htt), Gr, yz2€ R8, £0 (12. 8) 

u lorry) aulem Gr ysz)s Gr ysz)€ E,(12. 9) 

昌 然 不 能 直接 套用 D Alembert 公式 ,但 仍 可 设法 用 行 波 法 求解 ， 

3575 1 u 关于 原点 成 球 对 称 的 特殊 情况 . 所 谓 球 对 称 , 是 指 波 
PÄ Š u 在 同一 时 刻 在 以 原点 为 中 心 的 同 -球面 上 的 值 图 常量, 在 
球 坐 慰 系 中 只 是 0 CER ÉCu Gn 0 RE 53 0.9 XX. 此 时 方程 
(12. 8) 化 为 


Uu ca low. 
B 
(ru), = AË (ru. 
X ra 当 作 未 知 症 数 , 则 由 第 -- 段 的 讨论 可 知 其 通 解 为 
ru = Für + at) + Gir — at). 
于 是 


Ces amr wp en E Cr AD. 
Hop FG JEU MGE COE C 
下 西天 讨论 一 般 铺 沈 .由 十 在 空间 -一 点 M 处 给 以 扰动 , 波 就 
TELA M 为 中 心 的 备 射 线 方向 以 相同 速度 传播 , 故 考虑 函数 
Ke OTEPLR Mrzyyrz) 为 中 心 ,r 为 半径 的 球面 SY 上 的 平 
PH uM tir). 当 M BER Sw HE x o LES EM Cry x) 
AUR? 中 任 一 点 ,对 任 一 实数 R0 uM L0 TERR ll 
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12—6 
SY= {PER IdM, P =r} 


上 的 平均 值 为 
aMn) = zh dpuc metas. 
Ed 
EH ê= x rsin6cosq.9— y rsinfsing.E— z-rcosü Œ 57 E ff - 
A P HER dS 是 SY 上 的 曲面 面积 元 素 .在 球 坐 标 条 中 dS = 
r?^sin(d0dg; 于 是 


SU = IL fu, nb singdode (2.10) 


现在 证 明 ru E ERE. BEL AHATEA DES 
Jr FEL I PL ERVM ERS, pA Gauss 公式 并 注意 到 式 {12. 19), 


得 
下 ar =a ffauav 
vw vr 
du 
42 24 
T" d Zas 
s“ 
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k gu ，， 
= 中 Tr’sin0dbdg 
x ds 


"our 
-a a a, 0C 3) ESO Dsinódédg 


eM 


-=a°r? 2 fhu (£,2.6 t singdöde 


M 
—ar ra t;r). 
gr^ Gr) 


> Ju 
= na T8 
dr 


而 左 端 可 化 为 


va? 2 e "T 
dV 一 5 udV = So] deducto toas] 
SY 


Vi y“ 
r P 


ER AU E T. : 
i ail Fd opa sg totingde) 


5 


e 
pl 
3r ,4p dp 
F — 
i aÜ d Hans 


因此 有 


F 2 一 . 2 2 0 
ai]. adp = a'r Jr 
WX r 求 导 得 
P ri) gt 
ag € y). 


同 除 以 ~ 得 


(ru), = a? (ru),. 
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[51 
ráCM rur) = Fir + at) -+ glr - at). 
为 求 出 uOM t), WER rR d 
L GO m ü--r 2 fata Hg rat), 
BH 
21 


üCM tir) — fiat) tg at) -r 3 
HILF uM) img OM tir) CT r0 取 极 限 得 
uM fGat) +g Cat. 
再 将 (12.11) 两 边 对 上 求 导 得 
r 24 afr Fat) —ag'ir--o0, 


4 r0 取 极 限 得 


0—af'Cat) —ag'C—at), 
即 
g'(—aD = f'(at). 
将 其 代入 (12. 13) 式 得 
ulM,t) =2f' lat). 
只 要 根据 初始 条 件 求 出 2AP(ar) , 即 得 到 解 uy iz 0. 
ffi (12. 12) 8102. 14) 得 


2f'(r + at) . 9) r ou 


dr a àt 


e z E Quct n. £.od5] 
M 


+22 Qiuce o tas) 
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(12.11) 


(12.12) 


(12.19) 


(12. 14) 


T E j| t cr 
[ALS EEGA 
4ta L r at 


z 
2 coo. gts CEU 
uE, Ea 0) - TEP CY, 
Au (2,7, - 由 = J(E, 7. 4 


at 
于 是 人 
2 产 (r) = 2; gË. J Das 4. L LEANAS, 
E dr ia JJ r 
5H 

$ ə (9 

以 好 取代 并 注意 Matra 

uir, ym.) oc - sí a9. dS -+ Pu mds |: 


sy 


(12.15) 
公式 (12. 15) 称 为 二 维 波 动 方 程 Cauchy 问题 的 Poisson 公式 . 其 
中 Sx 是 以 Masy 22] poU at 为 半生 的 球面 , CE 9 DAE SA ETE 
意 -- 点 , 即 
= x t atsintcosq. 9 — v -H atsinÜsing, 5 一 > 十 atceost 
IRR pE COE. € CR) 时 , 定 解 问题 (WL ) 是 适 定 
的 ,其 解 由 Poisson 公式 (12, 15) 给 出 .三 维 波 动 方程 Cauchy 问题 
的 这 种 求解 方法 称 为 球面 半 均 值 法 ， 
例 12.4 求解 定 解 问题 
[^ =a’ Ctr uy, uu. Cry) ER’, IO 
lelin -= yira u hiag, Cry) ER? n 
解 eib GG yss) m y'zo ir. yz) — 0. i H Poisson AR 
得 
ULL ys Zt) = zz 20 Tias 


LM 
"at 
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EN 2 rr Cy T atsinÜsing) Cz 十 atcosQ) (Cat )*sinüdéde 
4ra Hjo Je at 


= gag h rayat e atat?) 
= yz + a'zt?, 
三 ,二 维 波动 方程 的 Poisson 公式 
关于 二 维 波动 方程 的 Cauchy [np 2i 
=a Go bu, D. (TYER, 120 

S t lio gry), tt i-o Gr) s Cry) E R 
的 解 , 可 以 使 用 " 降 维 法 ”， 
由 三 维 波动 方程 的 Pois- 
son 公式 得 到 . 

XE BE JR BEC IX ) 是 定 解 
[3] Si CM) u KRAF > 
的 特殊 情况 , 即 CK > 8] fl 
应 是 Poisson 公式 中 9. 
与 2 无关 的 特殊 形式 . 在 
(12. 15) 中 ,积分 是 在 球面 

I 12-7 Sz 上 进行 的 ,由 于 yw 和 vy 
5j z 无关, 因此 在 球面 上 的 曲面 积分 ,就 变 成 为 在 闭 圆 域 

Da= (PO, ld M, P)xat) 
上 的 二 重 积分 , 注意 到 在 S*” 上 的 曲面 面积 元 素 ds 与 DY 上 的 平 
面 面 积 元 素 do 之 间 的 关系 (图 12-7): 
do —cos0dS 
EVP s 
at 


nay Ea Ays 


at 


gn 


— -— — tat c : —do, 

Lay ^| (€ — x) — (9 yY 
其 中 正 负 号 分 别 表 示 上 下 半球 面 上 d3 与 dc 之 间 的 关系 . 故 有 
1 ( a fi eG. — d£d7 


ds 


2uCr,.y,.:1)m 


2ra Ol (ap! — (€ — z) — Q0 -— y» 
4G.) 
+ 二 -一 一 一 一 4 和 da7 | ，(12. 16》 
Ua ) 


其 中 £—.-Fpcose, = y+ osing, Spal OKET. 

公式 (12. 16) 称 为 二 维 波动 方程 Cauchy 问题 的 Poisson 7 
式 . 

\ 高 维 波 动 方程 解 的 物理 意义 

为 了 研究 Poisson 公式 (12.15) 和 (12. 16) 所 描述 的 波动 传播 
规律 ,我 们 假定 初始 函数 oo o dE 的 某 个 有 界 团 域 Q 上 恒 为 
E MERN bfRAPE. 

现 考察 任 一 点 M & Q 在 时 刻 t 受到 初始 扰动 的 情况 . 

由 公式 {12.15) 知 , 波 函 数 &z 在 M. 点 于 时 刻 上 的 值 u OM D 5€ 
全 由 pM y ARH 5%% 上 的 值 决定 . 由 假定 可 知 , 只 有 当 球 面 SY 与 
区 域 相交 时 , (12. 15) 中 的 积分 才 
KHF, M ii uM, OERKE. A d ' 
和 4' 分 别 表示 点 邮 到 吕 的 最 近 距 离 
和 最 远 距 离 ( 图 12-80. 4 ard Hp 


:< 和 时 ,球面 54 不 与 0 相交 ,公式 
(12.15) 中 的 曲面 积分 等 于 零 ,因而 
u(M,t) 二 0. 这 说 明 此 时 初始 扰动 的 
“前 锋 ” 尚 未 到 达 M A. 当 人 <! 之 二 时 ,球面 5% 总 与 2 相交 ， 
(12.15) 中 有 曲面 积分 大 于 等 ,说 明 点 M 处 于 受 扰动 状态 . 初始 扰动 
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图 12-8 


TIRES iod: a 
YI ARE E t= d 时 到 达 M 点 ,而 扰动 的 " 阵 尾 "上 :一 二 时 到 这 


M 点 当 x> 区 -时 ,球面 已 越过 初始 扰动 实 域 2, 不 再 与 人 相交, 故 
aCM 20 4,78 POE ARACEAE E MM 点 又 恢复 静止 状态 . 
TESUCSPRTEJERECEESEQRESR SE E a a EA SE REE 
IEE aires S HE" TEE HI" EE OX ARR RA E 
TACHA Huygens Ig E. 
PEE ARZ L0) r RAE EE C I RR Gn y D 
EURT uj es X ee TERA D. Fd fet. ZR tR IE SL T T BE P 


A So cn ee 
E u= EIL B ER Mk eec T nt Di t3 o d 


C. ME uo. M 处 于 抗 动 状态 . TE >- ^M. DANS 53 o 相交 {实际 、 


Ext 22.02. 16) PHRI E, m a 天 0, 这 况 明 点 M 
一 让 处 于 挑动 状态 .因此 一 维 流传 播 与 三 维 波 传播 不 同 . 上 只 有 “前 
锋 ? 向 无 “ 蝗 尾 ”这 种 现象 叫做 波 的 弥散 或 有 后 效 现 象 . ER M 点 
有 要 拢 动 的 程度 ,并 始 时 逐渐 增强 ,但 自 某 时 刻 之 后 逐渐 减弱 . 


$12.2 积分 变换 法 


Fourier 变换 和 Laplace 变换 是 两 种 最 重要 的 积分 变换 ,在 数 
理 方 程 中 ,它们 主要 用 于 求解 无 界 域 上 的 定 解 问 题 ,但 也 适用 于 有 
界 域 的 情况. 本 节 先 简单 介绍 积分 变换 概念 , 然 捕 给 出 Fourier 4E 
换 利 Laplace 变换 的 定义 .有 关 性 质 及 其 在 解 定 解 问题 上 的 应 用 . 

一 ,积分 变换 概念 

BE ox ,: 知 分 别 是 [a,5j 和 [ea,2] 上 某 种 类 型 的 函数 和 集 ,K Cn) 

定义 在 "ax[a'8iF 的 连续 攻 数 .定义 映射 了 : orm JJ 
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apo | AOK sdr | HERI fe n se C ED, 
WT XS SER SK Ge OWAH RR MEZ L| a 5 n re b. / 
E.x ET FERH FED, Bp 
Fís) = | /eK G soda. 

显然 积分 变换 了 是 一 个 线性 变换 . 在 一 定 条 件 下 , 工 的 逆 蛮 
AT FEH 
T GOG»)-T^(( f - f. 
称 FF 与 了 构成 一 个 积分 变换 对 . 

当 取 不 同 的 核 和 不 同 的 区 域 时 ,就 会 得 到 不 同 的 积分 变换 . 

Z Fourier 变换 及 其 性 质 

变换 域 为 (一 co ,十 ee) JAM e" Gm V/—1,.mC€ FOIS BILE 
换 称 为 Fourier 变换 , 记 为 
> B. 


即 任意 的 eor EF 下 的 象 为 


4 
Elw) 一 ji Fae "dz. (12.17) 


通常 EDARAN A(x) 的 Fourier 变换 , 记 为 
F) = FG» X C T bea a 


间 上 都 满足 Dirichlet 条 件 时 , 则 
(OD Amh] Fourier ŒR F (0 Tf; 
(2) Flo) d&(— 0o ,-- 0) EB XE E EAE ; 


(3) 5" 的 道 变换 sn op 
FCR Cw) = fi) = gal Fed Pa 


证 明 从 了 略 . 由 此 可 知 f(7)== TF E, 
例 12.5 GUB E ERIS P 
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IO Moya n . 
fF») m ( -a " us (8 0 
ie HL 


RALAN. 
解 ASD) Fe) = | /Oe ~dt 


zn f “etedi = | Certi 
-l lZ 
Bie B La 
Fourier 变换 有 许多 重要 性 质 , 现 列 出 与 解 定 解 问题 有 关 的 几 
个 性 质 ,在 这 些 性 质 中 所 涉及 的 变换 都 假定 是 存在 的 . 
性 质 1( 线 性 性 质 ) 
df. moy skk ET, FS.FE VM 
o7 Ub FÉ, H kafa) m BUCO REUS 
SECURE, F kE) m SEC CUP d ESO N, 
证 dX OETAEETETELEBI ST 78. 
性 质 2( 微 分 性 质 ) 
若 lm f(x) 二 0, 则 SU =i Cf. 
一 般 地 ,在 , lim f(z)=0 (一 0 1, D LU 
AP] = (Goy Uf). 


证 sco» | Goes 


£ ferde] eal Lf (Oe td 
iw UG). 证 毕 . 
注 “事实 上 , 当 假定 [7 A 1dz 收敛 时 ,可 以 准 出 条 件 
Jim (3-0. 
性 质 3( 积 分 性 质 ) 
sf /7 dE) 一 lc (x). 
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MM ©. ‘ʻa : . i "E ro 9 


证 由 于 


dr E TS 
ES (eae = fi) FË 


LF) = s fedt] - Go) (| FOE], 
所 以 | 
g (f fc]= Leo». 证 毕 . 


性 质 4( 位 移 性 质 ? 
Ff Cr + Lo)) — etum fir) 


F-E QUT a2 = en. 
pos ~ 
ub FSi a)l = | fG dc xe dz 


t-il -ro , 
一 一 一 一 | [De neGT ra) dz 


= etiu | /Wem | 

= etr Cf Gn. 证 毕 . 

HAO x iG) em f ofi Dd Y Go5 f GOffB 
卷 积 . AR fo 户 一 户 * 方 -关于 卷 积 的 Fourier 变换 有 下 面 的 郑 


性 质 5( 卷 积 定理 ) 
FSE) fz) = F e F E) 


或 
SF Qo) * Filo) = UICE Cw) * 9 EF C). 


证 FF x fal = [UO + fiae nds 
ee "o | 
一 | H^ f, OIRE: — td eda 
= | 5 (Dedi fcr T t)e 5€ 9d pies 0 
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= YC), WEHE. 
性 质 (EREHE) 


rf G0 flr = I Cf). 
证 设 EA =F a S Cf, d Fa. 


P 


GU, Sa =| Afad dz 


Sf AO za] E Odaje nas 


w pae 7 : 


L UTR OF Dda 
= FODFG Pe 
= ZF x Cf, 证 毕 . 


利用 这 些 性 质 可 以 简化 求 F CF GO2 8k 7 CF CoD 2p 8. 
在 实际 应 用 中 .往往 通过 查 表 求 Fouricr 变换 或 着 变换 ， 
= Laplace 变换 及 其 性 质 
Fourier "ES; SER C f Tg C— 00, 4-0 EAE NX, HER Xf 
AJEL {BIR Ame LO ERG. n RE CE 9 S LT FR ERCCS OI IE HE d 
可 积 的 ;而 以 时 间 上 为 自 变 景 的 函数 Fo) 在 ( ~,0) 内 无 定义 ;这 
就 在 很 大 程度 上 限制 了 它 的 应 用 . 现 对 Fourier 变换 作 如 下 改进 : 
设 
AO- uad s dh? 
0 Mr 


其 中 8 是 使 
A? 站 tro . - 
Ffa) 一 li e^ * f (tje i'd; 


存在 的 适当 大 的 实数 . 若 记 p= 二 8 十 iw, 则 有 
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a 
Sero) | ETEN 
D 
由 积分 
pes 
Fip) = | fe "dt (12. 19) 


确定 的 变换 称 为 1(2) 的 Laplace S838 ii CAO) — FG). 实 
际 上 多 Cd)] 一 多 Ce "£002, Bil nm f 


人 
fO) = zi, "i (joe^"dp, (12. 20) 


称 为 FO) 8 Laplace 313818 i229 ^ UPC f OD. 

可 以 证 明 , 若 函数 zi) 满足 条 件 

G) M <0 hf, f G)=0; 

GD X 20 h, f R 让 至 多 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 ，; 

Gi 存在 常数 MO 及 c 实 0, 使 得 

IFO |xzMe". t€ (0 十 ce)， 

则 

(D 在 半 平 面 Rep>>e W FD —gCUFXQOGE GE. H FOE 
Rep>c FAI REUT IR SECBI F'(p) 在 Rep >e 内 处 处 存在 ). 

(2) 在 Rep2»c 内 Laplace 道 变换 存在 , 旦 反 演 公 式 


zc» -fo-g[ rore 


211 
成 立 ， 
证 明 略 . 
例 12.7 求 下 列 函 数 的 Laplace 变换 : 
" 0 <0 
a) EMRE o — | l 
1 LEO 
(25 e", sinkt, coskt,£ € R. 
NE 
CY Erato) [d MU ENSE 
o f? D 


- SRep L0. 
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„valna. 


T : 1 
BA s [1]-—. 
LR [1] 一 上 
Tel 


| - 
(20 L£ Ce") = ette ^'di =f eT PI, 
ds: ; 
P a I 
dun 
SL sink) = | Nine sedi 
9 
| ot 


e "(— psinkt 一 kcoskt) 


pe b 
— ES (Rep > 0). 
同 理 可 得 
L Ccoskt) = necp (Rep > 0). 


Laplace 变换 及 其 道 变换 具有 直列 性 需 ( 假 定 所 涉及 的 变换 都 
存在 日 记 SUE =F)). 
TEM) 1( 线 性 性 质 ) A 和 区- 都 是 线性 变换 ， 
性 质 2( 微 分 性 质 ) ZAE pF O). 
fub wU/U(Q)-p.£FOD—pBgfq(Q0)— gÀ&! 7f£(00 — 
— f” TO 


性 质 3( 积 分 性 质 》 2 [| Aod)= LEG». 
推论 {fa aef Sd)= Fio 


n 次 


性 质 4( 位 移 性 质 ) — IC" / (0) FCB — a2 (Relp—a)>c). 
性 质 5( 延 迟 性 质 〉 wACfG—D2)—e "FCD. EX 
L (e "F(p))—JG—r7). 


性 质 6( 相 似 性 质 》 Lf at = LF| 2| ^ (0 为 常数 ). 


212 


PT atas eno M et em p TE 


EETGEREI AO) x FO) FUOD e FIO EK 
SE FC) * F,UD — fi (O0 * fi D, 
其 中 卷 积 fi» * falt) = [^e 一 rdr ,显然 有 f, x f= 
fs * fi. i 
证 “这些 性 质 的 证 明 , 有 的 比较 简单 ,有 的 与 Fourier 变换 的 
对 应 性 质 类 似 ,作为 例子 我 们 证 明 性 质 3 和 性 质 7. 
性 质 3 AHERN iB ACO — | fnDdr, Wl &€0)—0.A'(0 =f). 
由 性 质 2 知 
CA df 3 
» (4f roar) 
= SF Ch' (02 t Jo 
= pf 0) — ACO) 
FEA 
SF) = ra (2, Bf 
idi ENC S 
se f God), eara» 
pu [£] 1 
ni d (p). 
性 质 7 的 证 明 : 
gr f, * f-— | cn * Falt) Je~ "dr 


12-9 


rH: to 

ws (f ffilt — rdr Je` ~de 
NEU Ò 
^4 co 十 cm 

x NO t fat — etde ác 


Re T (r) (e af faoe7rtdu)de 
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党 [| T DX Fi) 
= F(p) FI). 证 毕 . 
例 12.8 R LUIA mEN Re, 
解 BSOS, mEN. D 
FO == fO = = SD O10, fG) =ml 


1 
FGF) 


因为 
Aim ISLAS ()) : 
SPLA OIS pT AO —- — f-?(0) 


=p°L UG), 
所 以 
1. gh ! m! ] 
[4 一 —— A 
FaN a nn yp «0 » p 
即 
LU" = yen m = 0,1.2,*. 
由 位 移 性 质 知 
remm noL ml 
£e" Cp ajat: 
FER A (L7). 
É PFGG-DAX 
因为 
站 
b 5-1 P uma ru 
所 以 由 和 性质 1 得 
E tu se ri ATL een dl 
e agxpl- go) xr] 
二 一 1 十 + 十 ee 
也 可 用 卷 积 定理 求 
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e [e entente 
em [re -ddr =ż —1 +e.. 


熟悉 留 数 的 读 首 ,也 可 很 据 下 面 的 公式 求 Laplace 逆 变 换 : 
Wt FCODBIBUBS AE pO 1.2 0 EAT TE Rep B WIS 
HP, A p HE FCO x0, 则 


SO = S EEN = S ResCEG) e). Q0 0). 


证 明 从 略 , 在 多 数 情况 二 ,Laplace ZH AAE Ba npa spe cx f. 

` 定 解 问 题 的 积分 变换 解法 

由 Fourier 变换 和 Laplace 变换 的 微分 性 质 可 知 、 个 函数 的 
导 函 数 可 以 用 它 的 象 昭 数 米 表示 . 于 是 通过 积分 变换 ,可 以 将 未 知 
函数 的 常 微分 方程 化 成 其 象 图 数 的 代数 方程 ,而 把 仿 丙 个 自 变量 
的 依 微 分 方程 化 为 会 一 个 参量 的 常 微分 方程 . 总 之 ,通过 积分 变换 
可 以 减少 微分 方程 的 自 变 星 的 个 数 ,使 得 求解 变 得 容易 些 . 下 面 举 
例 说 明定 解 问题 的 积分 变换 解法 . 

例 12.9 求解 常 微分 方程 初 值 问题 

y" 十 2 —Gye" 
M XE vo 

NES jn e UY(O Y (GO. 将 方程 两 边 取 Laplace 变换 ,并 考 

虑 到 初始 条 件 , 得 


BYC) ~ 101-4 2pY(p) — 3Y) 一 ES - 


F1 
解 之 得 
三 
SEE 
idw 1 “11 1 1 
sna dor ara 


所 以 此 初 值 问题 的 解 为 
IO -s-7g»un-ie-iet-ie* 
在 $ 11. 2 中 用 固有 丽 数 法 求解 非 齐 次 方程 的 定 解 问题 时 ,出 
现 的 常 微分 方程 初 值 问题 


t q) me) T.G) = f.) 


n-—].2Zs- 
TO = p, T'O S= g, 
可 用 Laplace 变换 求解 如 下 
it AUOD. O3 9 T. O0)» S CFL GO) F GO. EET BER 
Laplace 变换 并 考虑 初始 条 件 得 


MN j y 
BUT GO — 59, — 6, [775 TG - FG». 
解 之 得 
Moss El) H hd. 
Tn(p)— M E E 
-ip rral P.. 
B men rm p + Gral Ts p + Gza/l»* 
E nza/l 
A nxz* P oc Gxa/0 
所 以 
T,@)= f (D x sin E + gcos mre 4 二 gsin s 
it nnatt — nrt 
EAS )sin Ms lde 十 Vicos 1 
sin i $ n = ]1.2.*— 


例 12.10 M Fourier ZEJ&GK 8852 JR Z0 Cauchy [6] Et 
Lor — oo«r«-—oco.rtl0 
ul. = lr), t; -0 = 0 i 


解 ” 对 方程 及 初始 条 件 两 端 取 关于 x 的 Fourier 变换 ,并 记 
FUT = at), S CgCx)) = go) ,A 


p des | ucene dz, Kw) = | rc)e dz, 


显然 ulw, 0) =p (o). 
利用 微分 性 质 得 
dalot) — 
dë 


一 a'au(wo,t) 


一 dz 
gl = Aw), d: [5 = 0 


这 是 一 个 带 参 是 w 的 常 微分 方程 初 值 问题 ,容易 求 得 它 的 解 为 
ü(w,t) 一 Pw) cosawt, l 
Fir EX TRE R PRA ff 
u(z,t) F Qu, t)) = F wosa) 
2 een 十 e "o 
(~z o] 


l 
« 


qo) 


(PLEA) 十 5977 Ce" C) 


m w|= 


E patas: 4- a£) + 9x — at)). 
$012.11. 解 无 界 杆 上 的 热传导 问题 
U, = Run H Ilt),  — oo rx«4-o05.1:0 
t | -。 = 9x) ` 
fS Ulo, D =F Culr,t)] Plo) =F (pr), Flw, t) = 
S Cf G2. 对 方程 及 初始 条 件 两 端 取 关于 z 的 Fourier 变换 得 


U (9,0) = (o) 
解 之 得 
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U lw, t) 一 更 Co)e- 4- [Ferro sa Dd, 
vb 


uCr,t) — .FU Qo 0) 


Sx ($(»)e-7 7 十 -1 cf F (t, r)e ala! (4 "dr) 
9 
= gir) + 多-!Ce- + Le RU 09 P3dr 
IU 


一 多 z)x. 多 -ifre- 一 [fcn pd Spese qe. 
ü 


查 玫 得 
"m EX. H PE 
goc i M LLLA 
j 2u Ta 
SU paii = € 一 at， 
2a v T(t 一 D. 
所 以 原 定 解 问题 的 解 


u(xr.t)-— B c o Ange 
于 bz e DE eG esta-odg 

8012.12 求解 半 无 界 杆 的 热传导 问题 

U, = dus. LELEH SD 
| e 

zo = Kt),  uCc,D AF 
解 因 z 和: 均 在 [0, 十 2) 上 取 值 , 故 不 能 采用 Fourier 变换 
求解 ,我 们 采用 Laplace 变换 法 . 注意 方程 中 含有 wi 项 ,但 在 z=0 
处 却 未 给 出 v. 的 值 ,因此 不 能 对 取 关 于 x 的 Laplace 变换 . 将 
方程 及 边 由 条 件 取 关于 上 的 Laplace 变换 ,并 利用 初始 茶 件 ( 记 
U Gc, 0 =L Uu Gz £022, (p)  £Z Cg) 2518. 
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» 


d'U Gp) 
| at EU(z,p) 一 0 


U(0,p) —9960»),UG,pHNS. 


解 得 
U(z,p) = dlp i^, 
故 
u(x.t)— LB pe 7) 
= q1) * 7 (e 7), 
查 表 可 得 
arl .X£ ZEE i 
£l ee a a e "dy, 
Z ] Vx Ly 
注意 , 当 t=0 时 ,这 个 积分 等 于 零 , 由 微分 性 质 得 
pe ys 2 24 
dr 2 pes a 
= 一 一 | 2 d 
il TT T md ?| 
T. z l -3 4a*t 
onda d 
所 以 


-z5 jha F) 
ee i D me ais, 
$12.13. 解 定 解 问题 


u|- = cosy 
E ”将 方程 取 关 于 y 的 Laplace 变换 , 记 U(r, p) = 
L uCr,y))118 
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Ac CPU Grp) — 35] = x 。 一 ， 


p 
将 条 件 ul = cosy WAF y 的 Laplace 变换 得 
P 
r = 
U js p 十 1? 
于 是 有 
dU zx 4 2x 
dz pp 
PES 
U |; LI Pp 二 1 
解 得 
7 mob oops B. RS 
U(zr,.p) api T mi 本 9 下 3p rz 


所 以 


ulr, y) = try 十 z? + cosy 一 iy -—L. 


$12.3 Green 函数 法 


本 节 先 通过 Green 公式 给 出 调和 范 数 的 性 质 , 然后 建立 
Green BE XC E OESPIH Laplace 方程 第 一 边 值 问题 的 解 的 积分 表 
XX. 

一 、 调 和 函数 的 性 质 

在 区 域 8 内 具有 二 阶 连 续 偏 导数 , 且 满 足 Laplace 方程 Au 一 
0 的 函数 出 做 总 内 的 调和 函数 .求解 Laplace 方程 的 定 解 问题 ， 
就 是 在 区 域 内 寻找 一 个 调和 通 数 , 它 在 边界 8$ 上 的 值 (或 法 向 
导数 值 ? 为 已 知 . 为 导出 调和 通 数 的 积分 表达 式 , 人 先 证 明 Green 公 
X. . 

modnm meg pd S 所 围 成 的 有 界 域 . PCzyyyz)， 
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QT yz) QR Ge, yz) EE Q--S 上 连续 ,在 £2 内 具有 连续 的 一 阶 
偏 导数 的 任意 函数 , 则 Gauss 公式 


JP , 2Q 39R\,,; 
[E m ee 


一 hcPeoscn,z) 十 Qcos (n, y) + Rceos(n,z))Jd.S 


S 
RL, F nS 的 外 法 向 量 . 
设 ux ysz) »vG y2) Æ 0-4-S E8388 PAEO E 
Q 内 有 连续 的 二 阶 偏 导数 . 在 Gauss 公式 中 , 令 


av du du 
Put: Qui R= 
得 
Qu Qv du àv du dv gv 
](e-e* Zu tuu" = RSS 
于 是 有 


Ie * Av)dV 一 Zas 一 [raa a gradv)dV, (12.21) 
Ki å 
BRIZH u 与 v 的 位 置 , 上 式 仍 成 立 
Ju 
(v * Au)dV = z-dS 一 i|| (gradv - gradu)dV. (12. 21') 
ll faas- ] 


(12. 21) 式 称 为 Green 第 一 公式 . 
(12. 2D X Z: C12. 21' ) 式 得 


f] ue 一 v^u)dV = $2 ao Jas, (12. 22) 
Fr (2. 222323 Green 第 二 公式 . | 
利用 Green 公式 可 以 导出 调和 范 数 的 一 些 基 本 人 性质 . 


CD. 调和 阔 数 的 积分 表达 式 
设 Mo (ro ?yo jx £ 内 任 一 点 ,容易 验证 函数 
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1 
WE 
除开 M. 点 外 处 处 满足 Laplace 方程 , 即 


A[1]- o. 


vir.y.m) = E 一 


函数 十 在 研究 三 维 Laplace 方程 中 ,有 着 重要 作用 , 称 鞋 为 三 维 
Laplace 方程 的 基本 解 . 

Bru 是 满足 Green 公式 条 件 的 任 一 函数 , 取 * 一 二 .由 于 v 在 
0. 内 有 奇 点 Mo, 故 不 满足 Green 公式 的 条 件 , 为 此 作 球面 5. 一 
SCM, 6266270 SEXE JO S, WARAN B.. 于 是 在 复 连 域 ONB, 
上 ,和 都 满足 Green 公式 的 条 件 , 故 由 Green 第 二 公式 得 


Ji^ i| 一 上 Au]dy = EIC Al i| - l25as 


即 
- [iev -+s 
- ealt) - Jas. (12.23) 
HAERES 上 ， 
2| i| EH um. vend 
ón | dr re? 
故 
A 
pras. 2 uas = 


一 一 4xu( M). 
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其 中 1 为 5: 上 的 某 一 点 . 


同 理 可 得 
jd. au. Hi Du S ex laxe 
r an £ n £ on |x 
$8, 5, 
du 
一 HE = 


RPM, S, LRA 
又 因为 w BERK, CEARN WA 
limu M) = «(Mj mane |. " 


显然 im(ONB.) 一 及 ,所 以 在 (12. 23) 式 中 令 e>0 取 极 限 得 


- | sav- qt c aa £ aA Bp 
1 l 2u 
uC Ma) = — 4n G- Inr) r 2. ve Laudy. 


JAEL PE M5 M e s 
Ë u 是 Poisson 方程 的 解 , 妈 Aud. EREA 
=T 9f 1 18 
u(M)— EXC rud -— pa —— X. jds 


MM 


1 o 
E axi] pe E (12. 24) 
E u WRR, I Au = 0. WA 
| 1 du 
«M, Exc TR l-zz$e anm 


TET UAR NAE An 这 表明 ， HFE NHS 上 有 连续 
一 阶 偷 导数 的 调和 函数 u, CE O 内 任意 一 点 M 处 的 值 ,都 可 以 
通过 积分 表示 式 (12. 25), 用 它 在 边界 曲面 S 上 的 值 及 其 在 S 上 
的 法 向 导数 值 来 表示 . 
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(2) 调和 函数 的 法 向 导数 沿 区 域 边界 曲面 的 积分 为 零 , 即 
du 
2,45 = 0. (12. 26) 
证 在 (12. 22) 式 中 , 取 u D BER EEG Co 1 即 得 . 
(3) 调和 函数 的 平均 值 定 理 
调和 函数 在 球 心 处 的 值 等 于 它 在 球面 上 的 平均 值 , 即 


l 
nCMo) = gr fas, (12. 27) 
HH Sk=S(M ROCA. 
: " _R, 而 2 |= 
证 只 要 在 (12. 25) 式 中 取 S 一 Se, 则 rw =R Til] 一 


一 忘 ,并 利用 (12. 26) 式 即 得 . 

利用 平均 值 定理 还 可 证 好 下面 的 定理 . 

(4) 调和 函数 的 极 值 原理 

若 z 在 9 内 是 调和 函数 且 不 为 常数 ,在 0 十 S 上 连续 , 则 4 的 
最 大 值 和 最 小 值 只 能 在 边界 S EAF] GER.) 

由 此 可 证 明 Laplace 方程 和 Poisson 方程 的 第 一 边 值 问题 是 
适 定 的 . 

Z Laplace 方程 第 一 边 值 问题 的 Green 函数 

要 由 公式 (12. 25) 求 出 Laplace 方程 Dirichlet 问题 的 解 , 就 必 
须 消去 未 知 的 芭 | ,为 此 我 们 引入 Green 函数 的 概念 


在 Green PARF, E uso 为 2 内 的 调和 函数 且 在 NFS 
上 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ,于 是 有 


o= fo% — u Zas. 


«ono - (e - 3.21: 


DERZ RINER omo (4 MIRA 


的 调和 函数 , 便 有 


dv 9 l 
| 
dn an Tom ) 


dS, 


— v 


AGM, ,MD) 一 T —vwOM, M, 则 得 


MyM 


u(M,) 一 一 dhu Zas. (12. 28) 


TI GIM, M) Te-M M, 时 ,满足 定 解 问题 
— (AGOM,M) —0, M € NUM.) 
ln un ls —-0 
GCOM , MOTOS Laplace 方程 第 一 边 值 问题 的 Green B3. 
如 果 已 经 求 出 了 Green 国 数 , 则 Laplace XA Dirichlet 问题 
Au = 0 MER 
Co MES 
的 解 为 


«(M = - ran 


PEM Mas (M, € Q5. (12. 29) 


类 似 地 可 得 Poisson 方程 Dirichlet 问题 
Au = B(M) MEN 
L |s = fM) MES 
的 解 为 


去 fran Cas 2 enc mav (M, € 0). 
S n d 


(12. 30) 
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这 种 通过 Green 函数 求 求 解 定 解 问题 的 方法 叫做 Green BR 
数 法 .由 公式 (12, DAU: 3n)? 知 ,这 种 方法 的 关键 是 求 出 Green 
BARE GCM «MO ,这 就 必须 求 定 解 问题 (2 让 的 解 . | E RET AB. GO TI 
道 ,Green 画 数 仅 依赖 于 区 域 2 而 与 原 问题 中 所 给 边界 条 件 f 无 
X. 因此 ,一 旦 求 出 某 区 域内 的 Green 函数 ,也 就 解决 了 该 区 域 上 
的 Dirichlet fn] ij. 

对 于 某 些 特 殊 区 域 ( 如 球 . 半 空间 等 ) 内 的 Green. 函数 ,还 可 以 
借 蚜 物理 的 方法 求 得 ,事实 上 ,Green 函数 在 静电 学 中 有 着 明显 的 
物理 意义 . 

设 S 是 导电 的 闭 曲 面 ， Mo 是 S 所 围 成 的 空间 域 2 内 的 任意 

一 点 ,在 M, 处 放置 一 单位 

- EBH +e. N +e ESHA 
侧 感 应 有 一 定 分 布 密度 的 负 
电荷 ,而 外 侧 分 布 有 相应 的 
正 电 荷 . 将 3 接地 , 则 外 侧 
的 正 电 荷 消失 ,S 上 的 电势 
12-10 Mo 的 点 M 处 的 电势 由 两 种 
电荷 产生 :一 是 由 M, 处 的 


十 e 产生 ， ‘其 电势 为 二 一 m 是 5S 内 侧 感 应 的 负电 荷 产生 的 ,其 
电势 记 为 一 v; 因 此 MM "P 
G(M,M) = d — 


SMES 时 ,由 于 好 点 处 的 电势 为 零 , 故 有 
G(M,M ls = 0， 


Bp 
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这 表明 Green 函数 COM ,Mo) 恰 好 描述 了 区 域 如 上 各 点 的 电势 

为 求 感应 电荷 产生 的 电势 一 v, 在 物理 土 常 采 用 下 面 晶 “ 蘑 岂 
源 像 "法 :将 一 v 想象 为 由 域 2 外 的 某 点 M, 处 的 负电 荷 一 g 产生 
的 电势 ,这 个 电荷 在 S 上 产生 的 电势 恰好 抵消 Mo 点 处 十 e ES E 
产生 的 电势 .于 是 在 M, 与 M, 处 两 个 点 电荷 十 e 与 一 yg 所 形成 的 
电场 在 2 内 的 电势 就 是 所 求 的 Green 函数 ,静电 源 像 法 也 称 为 镜 
像 法 . 

下 面 用 静电 源 像 法 求 几 种 特殊 区 域 的 Green 函数 ,并 给 出 
Dirichlet 问题 的 求解 公式 ， 

三 , 球 域 的 Green 函数 和 Poisson 积分 公式 

设 S=S(O,R),M,(xo, . 
yz ER 全 = 二 BCO,R) 内 
任 一 点 , 记 OM =p. 在 射线 
OM, -E3£ — M, ,使 得 

OM,* OM; = R’. 

者 记 OM =p, WA 

& OR 


R Pi 
点 M, 称 为 M 关于 球面 5 
B] C TR nx X JC SE SC. 在 球面 


9c 
R. 由 于 图 12 11 
AOPM, cp ADOM ,P， 
故 
Tem, e R 
PPM, Po 


若 在 M, 处 放置 一 个 电量 为 一 分 的 点 电荷, 则 它 在 球 内 任 一 
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点 M 处 产生 的 电势 为 


EN TENE: 
ATE uo Po ] 
而 在 S 上 P 点 处 产生 的 电势 为 
三 
Arru, Po Arp ' 


这 恰好 抵消 了 Me 点 单位 正 电荷 在 已 点 产生 的 电势 . 因此 球 域 的 
Green ERA 


GOM,My) ibas 


1 
4T 


db OM- p.OM, 与 OM 的 夹 角 为 7, 则 由 余弦 定理 知 
run = N Dy! + P? — 2pypcosY , rum = N pi? + p? — 2p1pcosY, 


故 


1 
-— | (M € QNULAD. 


n 
Tum Por MM 


1 
GOM,Mo- 1 Brno 
AR | V p? + p? — 2popcosY 


D R 
Po N p? + p? — 2p; pcos* 


一 ios + e? — 2pypcosY) ^ 


— R(R* + pèp 一 2Rpo.cosY) i]. 
当 M=PES 时 ,pb 一 OM 一 OP 一 R, 因 此 


9G(M,MoO| _ 3G 
àn S dp peR 
1 R*— pò 


AxR (R? + p? 一 2Rp;cosY)? ' 
将 其 代入 公式 (12. 29) 就 得 球 域 上 Laplace 7; & Dirichlet 问题 的 


解 
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R'— pj 


l | "n 
一 AnR ( apa; Rpa” PS (PES). 


u CM) 
| (12. 3) 
若 采 用 球 坐 标 系 S sl Mi= (95,0, 93) €O.P-—CR 6,22 € S, 
dS 二 Risin6dBdp, 则 这 个 解 可 表示 为 


T (R! — o, f CR ,0， Psing 


R 22 . 
«(ubi =e |, dyj (RET p — 2Rp.cos? 715" 


(12. 31') 
其 中 
cosy 一 cosgucost 十 singsintpcos(C2P 一 名)， 
公式 (12. 31) 和 (12. 31 ) 称 为 球 域 上 的 Poisson 积分 公式 . 
将 G 和 e ,代入 公式 (12. 300 B 得 球 域 上 Poisson 方程 


Dirichlet 问题 的 解 


"E. CR? 一 p, Df CP) 
som en (R? 十 pj? 一 2Rg,cos?)? 


ds 
1 R 
十 ix] Cam 十 ep! EE 2R'p,0cos?)!? 
DUET Mr 
(pos 十 02 — 20spcosY)'^ 
Eg , f: s j8] E 88 —32 fA [6] ER ES Green 函数 法 
设 N= {Crsysz) |zr,y€ R,2750) ,这 是 一 个 无 穷 区 域 , 除 给 出 
u 在 边界 面 z—0 上 的 值 外 ,还 需 附 加 在 无 穷 远 处 的 条 件 
lim«CM) = limu(z,y,z) = . 
即 半 空间 2 上 的 Dirichlet 问题 应 描述 为 
m = 0 (3 Au = Ølr,ysz)) x70 


Jeaunav. (12. 32) 


u lx = fixy) 


hmzut(r,y,z2) = 0 
Mo 
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PE 


可 以 证 明 , 其 解 仍 然 可 z] Mizyiz) 
DA 3€ m ON C12.290 È 
(12. 30)) 的 形式 . Myr yorro) 
利用 静电 源 象 法 ,同样 
可 求 出 半空 间 的 Green B 
数 . 在 半空 间 =>0 内 的 点 上 
Mo Go yy zo) NP JACBEER [LIE b | 
电荷 ,在 Mo 关于 > 一 0 的 对 “= \ | 
称 点 Mi Gras yos — z) REC Ad 
置 单位 负电 荷 , 则 它们 产生 1 
的 电势 在 平面 x 二 0 上 人 恰好 


Mi(ror Yos — zo? 


互相 抵消 . 设 M(x,y,z) 为 dm 
半空 间 内 任意 一 点 , 则 Green 函数 为 
oan- LL - 2. 
MM M M' 
= d BEAT E TUNE AK rmi yr SN GE — —— IR: 
E c um 一 3 时 十 (> — LS 
| 
N (x — x0? H Cy — xD? t (x 2x] 
此 时 
aG| | a6 
dn | .—o 9z |.— 
1 Zo 


(0 2G — n HG — x» F e 
因此 ,半空 间 上 Laplace 方程 Dirichlet 问题 的 解 为 


. Xo oda boo fizy) —- 
u Gro v yo E =R S Ureno r O re ma 


Poisson 方程 Dirichlet 问题 的 解 为 
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ub RE pleads 


jai Be 
Men 2v n EET Tg) (yy) 


ue 


oa 


d e à»| . S 
s i ə), Aea me d- Cy y, Y ary 
om MP RR Ree E 

V (r— x) FG» (z—2z,)' 


五 .二 维 情形 
仿照 三 维 空间 的 做 法 ,可 类 似 地 讨论 二 维 问题 ,下 面 只 列 出 主 


要 结果 而 略 去 推导 过 程 . 
设 DCR: 是 由 足够 光滑 的 平面 曲线 工 所 围 的 有 界 闭 域 . 


在 平面 上 ,公式 (12. 22) 成 为 
je — vAu)de = $$ LA ME v? is *)ds, (12. 33) 


Et n EH L iy Bp] E SL 取道 时 针 方 向 . 
容易 验证 w=In 4 r= VCz 一 zo)? 十 (3 一 yo)2) 当 (zr,y) 天 


《zyyo) 时 满足 二 维 Laplace 方程 
Au = Up 十 uyy 一 Q. 


QGr.y.z)ds. 


函数 ln 二 称 为 二 维 Laplace 方程 的 基本 解 
与 三 维 情况 类 似 , 可 得 第 一 边 值 问 是 


ma McD 
| | uli=f, MEL 
的 Green 函数 为 
| Na mL MED 
GM,M)-0 MeL 


其 中 v 为 DD AH N HEX. 
相应 于 公式 (12. 29) 和 (12..30) 有 
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ud yes $u 9e s ae Mode (MED). (02.30 
工 D 


利用 (12. 34) 可 得 到 二 维 域 D 上 的 Laplace 方程 和 Poisson 方程 
第 一 边 值 问题 解 的 积分 表达 式 . 
dX; D—(G;.y)|z-TY RW D Eg Green AA A 
] 1 
GM,M,) = 去 (In - in| Z zs 4): 


其 中 MED, M Æ ud cR L :Ty RRAK, M AD 
内 的 动 点 . 若 记 OM, — (OM, i o OM — e OM, OM 之 间 


HES PREL! 


r a r A e e N 
HMO — N py + p? — 2epeosY “M N p,* + p* — 2p peosY 
TE 


ace aG L^ n 1 R? ex! 
Inj ap oa 2n RR + p} — 2RpcosT)" 


其 中 cosy 一 cos(9 一 多). 故 由 公式 (12.34)? 可 得 在 极 坐 标 系 下 , 贺 
W E Laplace 方程 Dirichlet 问题 的 解 为 
R? 一 p 


A. 
2n), R? 十 ej 一 2Rp,cos(o 一 ap! (d? : 


uo Q3) 一 


(12. 35) 
由 (12. 34) 也 可 写 出 贺 域 上 Poisson 方程 Dirichlet 问题 解 的 积分 
表达 式 . 
zr D-—(G,y)0y20H£& E3E3E H, BU] a fe [o] 
uucduy—0, Gy) €D 
P |j-o = f(x) 
的 解 为 | 


y f 
«e» f| aput 


1. 求解 下 列 定 解 问题 . 
f Pu 


-—À 
(D < 3ray ^7 


; 
L| sao i. ul.-1—cosy 
| Us 7724 dus, =) 
(2) : 
lu |,-o75inz, t, |y or 
ETR RRR). 
2. 求 解 下 列 定 解 问题 ， 
Uu =A u.s, 一 co<T< 十 coy t> 


COST, Iz|s- 


(1) < u| = ; 
*X 
0 Iri 
u, |, -o —0 
(2) [t —oo« r«.-4-oo, t0 
u |,-.—sinz, ul, Loma i 


DESEE h AR E, Ee a a ate EA P(z), 初 始 速度 为 
—ag! (x). 
4”. 试 证 定 解 问题 | , 
un=a un tS Crt), oou oo. t0 
faar 
t |. pr) 
的 求解 公式 是 
uCr,t)— ri 十 a8) + gr — a£2)2 + 去 | Yds 


1 d fz E odé 
T 2a ð V 工 一 atgt r) ( rT) ; 


并 求解 定 解 问题 
dio Me — co«rx4oc,t-0 
l=, = 0, t, |e=0 = sinc ` 
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5. 35 Jp 90 A ER OL 6 DERE GREW sior Kiah B rH fi 
动 规律 . 
6. 3: JC BEA H] Bl Msz) p xe RE EA 
to = Atas 0a 400.0720 
je = 0, zeleo = 0 
tz ;4 = Asinwt 
描述 , 求 其 振动 规律 


7. 利 用 Poisson 公式 求解 下 询 定 解 问题 . 
Lus =a? (i duy Tui (ray) ER’, t2 
(1) | r 
u |o =a, t: |== 0 
ua Ctra Huy) Crp ER, Pe. 
u |o =T Gy). wa=0 
8. JH Fourier 变换 法 推导 一 维 波 动 方程 Cauchy 问题 的 D’ Alembert 公式 ， 
9. 用 积分 变换 法 解 下 列 定 解 疗 题 . 
A Se rA, m oya dcos 


u |== py), lim uz, y)=0 


(2) »* 


$ 


t= aur hu, x70.100 


(2) uro. lim u(rst)=0 ; 


u |= =È 

u—4u.. OI, > 
(3) t wu|:=3=0 ; 

u |,-.-—10sin2mzr— 6sin4zx 


Fu 
dio 


u|.-o—vycl 

&ly-,—1 

10. 证 明 公 式 (12. 33). 

11. 证 明 二 维 Laplace 方程 第 --- 边 人 问题 的 Green WA 


m TE EE 
GM, AD) 去 (1n m v] E] 
: ü 
M3*€M,,v 是 调和 函数 . 


12. 利用 公式 (12- 35) 求 解 圆 域 osa 上 的 定 解 问题 
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=], z>0, y>0 
(4) 


Au = Ü, pa 
Pu = Acose 

13. 证 明 半 平面 y 70 E XE RETEL RET 
Dm =0, y—0 


u | yuo = f(x) 
的 解 的 积分 表达 式 为 
e ex f 
uCr.y) = 一 SEE CE 3 
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第 十 三 章 ” 偏 微 分 方程 的 数值 解法 


前 面 两 童 介绍 了 几 种 典型 偏 微分 方程 定 解 问题 解析 解 的 求 
法 . 这 些 方法 无 疑 是 非常 重要 的 , 特别 是 对 某 些 典 型 问题 的 理论 分 
析 起 着 极为 重要 的 作用 . 然而 ,在 科学 研究 与 工程 技术 中 所 出 现 的 
偏 微分 方程 定 解 问 题 , 大 都 很 难 求 出 解析 解 . 本 章 将 结合 几 种 典型 
定 解 问题 介绍 数值 解法 ,其 中 包括 差分 法 和 有 限 元 法 . 本 章 所 讨论 
的 定 解 问题 总 假定 其 为 适 定 的 ， 


813.1. 椭圆 型 方程 的 差分 解法 


一 、 奖 分 格式 的 构成 

考虑 Poisson 方程 第 一 边 值 问 题 
Au acf ao ED (13.1) 
yp (13. 2) 


其 中 DD 是 zy 平面 上 的 有 界 区 域 , 其 边界 本 是 分 段 光滑 曲线 . 
为 了 把 定 解 问题 离 散 化 ,首先 对 区 域 D 进行 网 格 训 分 . 在 zy 

平面 上 引进 两 族 平行 直线 

r-—z;—rgdihy i=0, 1l, +2,0, 

y= 二 yj 二 yo 十 Jhz， 7 一 0, 士 1, 士 2,…， 
称 为 网 格 线 . 其 中 Croyyo) 是 xy PF ERI E $E RR hh; 04) EIL EXT 
x BERI y 轴 方 向 的 步 长 .两 族 直 线 的 交点 (zi,y;) 称 为 网 点 或 节点 . 
位 于 也 内 部 的 节点 称 为 内 节点 . 若 内 节点 (zi,y;) 的 四 个 相 邻 节点 
也 都 是 内 节点 , 则 称 Czi,y,) 为 正则 内 点 . EUP Cy) AIEE 
内 点 , 阿 格 线 与 边界 Tr 的 交点 称 为 边界 节点 ,或 简称 界 点 , 在 图 
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13-1 中 ?表示 正则 内 点 ， 
“X?” 表 示 非 正则 内 点 ,” 表 
示 界 点 . 内 节点 的 集合 记 为 
De, 正则 内 点 集合 与 非 正 则 
内 点 集合 分 别 记 为 疡 和 
D; RARAWA To. 我 们 
的 任务 是 求 边 值 问题 (13. 1) 
一 (13.2) 的 解 Cx, y) YE BF 
有 内 节点 处 的 近似 值 . 用 uy 
表示 w(xzi,yj) 的 近似 值 . 

设 内 节点 总 数 为 入. 为 了 确定 所 有 内 节点 处 的 wij; 需 建立 NN 
个 代数 方程 . 对 每 一 个 (x;,y;) € D1, 利用 数值 微分 公式 有 


2 A 
eap — a; Ci Gra 9p 一 2uGz yj H ulti y) 
1 


B 13-1 


m lp Ful, (Y) 


12 n ox 9 fern agi 


| QuCr y) | 1 


ay h Cu Gri Yj) — 2uGr; yj? H HTXi sy;_1)) 


~ -L 
12 


代入 方程 (13. 1018 


d Cr Gra TJ» = Zu Cri. y;) 十 uir; sY) 
H 


du Cz, Y» 


hi dy 


7,€ Cyj- is Yi PA 


十 jg ro —-— 2u (Ti Yj) 十 ur; Yj) : 


=f Cx, y;) + Rs n (13. 3 
其 中 | 
o 1 2 ulë y) ES 2 J'uCr;, 7) SS 2 
i Ti ayy OR 
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ME Ak A= VREER. ERAI Ra iB Pm Fro yo JB s Eu Gs 


i 
as Gta vy 一 Ruj 十 ta-w) 十 az Cor» — Zu; t wp?) 
E 2 


= f... (13. 4) 
R RADE. 4) 通 近 Poisson 方程 (13. D f ri Z, 1 
Fro ERE. 

用 差分 方程 (13. 4) 近 似 Poisson 方程 (13, 1) ,实际 上 是 用 u 
在 点 (zy 及 其 上 ,下 , 左 、 右 四 个 邻 点 上 值 的 线性 组 合 近 似 代 替 
ax(risyi) .因此 称 (13. 4) 为 五 点 鞭 形 格式 . 

对 于 每 - -个 正则 内 点 ,可 由 (13. 4) 式 建立 一 个 方程 ,而 未 知 量 
个 数 等 于 全 部 内 节点 的 个 数 , 因 此 尚 需 戏 每 个 非 正 则 内 点 再 建立 
一 个 方程 ,为 了 避免 引进 不 必要 的 新 未 知 量 , 需 要 借助 边界 条 件 加 
LA RETE ,通常 可 用 下 面 介 绍 的 方法 ， 

1. 直接 迁移 法 | 

XT Ge.y0 € D; RE Gro yj)) 最 近 的 Dori d iino Gn, 
yo. S 

w= 9G y y;). (13. 5) 

b 于 是 , (13, 4) 和 (13.5) 构 

HL] ON 个 未 知 量 和 N 
个 方程 的 线性 方程 组 ， 

2. 线性 插值 法 

对 于 点 P (zi, yj;) E 
D;, 沿 工 轴 方向 或 沿 y 轴 
方向 作 线 性 插值 . 如 图 13- 
m 一 一 一 2, 若 沿 z 轴 方向 插值 ,得 
差分 方程 


13-2 


1 Chouer 十 hug) — Hu 0. (13. 6) 


A, 十 he 
其 中 hw 为 点 入 SA P RIS] RE RE. 线性 插值 的 误差 为 
1 A g* (, ;) 2 
Ry = hh. p = 00. 


HP EE Gu. 3.4) 5 03. DAREA N 个 未 知 量 和 N 
个 方程 的 线性 方程 组 . 
3. 矩形 域 上 的 差分 格式 
许多 实际 问题 中 ,区 域 D 是 矩形 域 
D = {(z,y)|T € lab), y € (c,d)}., 


ua ba , _ d—c 
取 步 长 h= h= m b 


作 两 族 平 等 直线 4 


x: =ar ihi» £—0,1,.-, 


yj—c jh; j—909,1,,m, 
Æ D in| 5r 3n IE 13-3B pm. 对 
每 个 内 节点 都 视 为 正则 点 ， F 
利用 (13, 4) 式 得 差分 方程 7 


1 1 HB 13-3 
PH Group; 2s uus 十 p Corn 


—2u; uj) = fi: Cr;,y; € D, 
Uj gi y yj)» Gy) € Ps 
| (13. 7) 
特别 地 , 当 ==h,, 即 取 正 方形 网 格 时 ,差分 方程 为 
4u;— Guy p; o Wu pj geo d ion) 
| a Mcd : (13. 8) 
w7gXx; yj)» Cray) ET 
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二 .差分 方程 解 的 存在 唯一 性 

下 面 仅 讨论 差分 方程 (13.4) 与 (13. 6) 解 的 存在 唯一 性 ,其 方 
法 和 结论 也 适用 于 差分 方程 (13. 4) 与 (13.5) 和 (13.4) 与 (13. 7)， 

为 简便 起 见 , 引 进 差 分 算 子 


1 1 
ga Hat 04 — 2uj tta- m) Fyz iuto us 
|, 2 


Hes 
Et ye. E Gy) € D, l 
h phg Pote T auo) —us; 
um Cry P ED QED EED, 
及 函数 


fus oyp ED, 
e= Gy) € D, 
FE ŽO rR 4) 与 (13. 6) 可 简 记 为 
L(Quj)-—g;. (ryp ED, 
1 QET, 

首先 介绍 差分 算 子 Llw;;) 的 极 值 原理 . 
定理 13. 1 设 wij 是 定义 在 DU 上 的 一 组 值 . 
COD 车 在 DE LG) 20, Wimaxu; ma SEED EL Cuy) 


(13. 9) 


之 0， Jimaxu, max; 
», p. 
(2) 若 在 Di 上 LG4)5:0,W|minu;Zzminu; 着 在 D EL Cu) 
1 2 
S0. Miming; minu; 
证 ”只 证 (1). (DE EASRA. 对 任意 (zi,y))EDi, 由 工 
tw) 之 0; 必 有 
ui, X maXiuasp;s Unie Ue slijp? (13. 10) 


事实 上 ,如 车 不 然 , 则 由 工 (ui) 的 定义 得 到 
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gita 2u; d uw) 一 0 


这 与 了 (xj 之 0 矛盾 . (13.10) 式 说 明 ,D; 中 任意 点 处 uui A] BLEUS 
大 于 四 个 相 邻 节点 处 uu B5 EC (EC. 因此 
a aa. < maxu; 


f& t maxuy = M> maxi. 由 已 证 明 的 结 
《zu (yi 2 € D;Jb fU s LM. e 


LG) < ja Bi 2uij 十 uy) + 


LG) < 元 i kA, UeM M) — M= 0, 
这 与 LG; , )2207F Bf. 因此 
maxu? < màaxu;, uEH. 


定理 13.2 差分 方程 (13， 9) 的 解 存在 且 唯 --， 
证 只 需 证 明 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 
L()—0, (ryp ED, 
e G;,y)0 € D, 
只 有 零 解 .因为 在 Do E. LG) —0, BEDA HL SE RE 3. 1 可 知 , 在 D, E 


minas XC Ou Xs M cuis 
n 


而 在 7 上 zi 一 0， 从 而 在 DE t; = 0. 证 毕 . 
例 13.1 解 Laplace 方程 第 一 边 值 问题 


Fu , Xu i 
ax t ay T 0< r«0.5, 0«y«0.5 


u(0,y) = u(z,0) —0 
u(r,0.5) = 200z 
u(0.5,y) = 200y 
MP W 5,—5,—0.125 RHENE LIS 88] 43. 将 内 节点 按 图 
13-4 rz £i -E- FE C13. 8) 式 得 差分 方程 
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4u,—u,—u,-—0 


G Atia — to — H; = 25 


j Au, — H Us t = 0 


Åt, — Uz — us — tg = 50 


Ati, — ta— u,—25 


44; — Uz — U, — Ug — Ug = 0 


(13.11) 


4Ug — ttg — u; — uy = 50 
4us — t — t, = 150. 
写成 矩阵 形式 为 
4 —1 0 —1 0 0 0 0 07]f* 0 
—1 4 —1 0 —1 0 00 0|]|w« 0 
0 —14 0 0-10 0 0|iu 25 
—10 0 4-10 -10 0!|]|u 0 
lo-10-14—10-1€1i|us/-|0 
|: oT] x oes red dul «56 
000—100 4-—10]|lx, 25 
|[90 9 0 0 —10 —1 4 -1||u 50 
L00000-10-—14ilLl,| Liso 
H Seidel 选 代 法 求解 得 
一 6.25， ws = 12.50, u, = 18. 75, u, = 12. 50， 
us = 25. 00, us = 37. 50, u, = 18. 75, us = 37. 50, 
te = 56. 25. 
Bid 
4 —1 0 —1 0 
A-|—1 4 —15€C-|0 —1 
0 —1 4 0 0 
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则 方程 组 (13. 11) 的 系数 和 矩阵 可 写成 


ACQ 
C A e| 
0C A 
实际 上 ,方程 组 (13. 8) 的 系数 矩阵 为 
A C 
C A- C 
T= ta Ai Ti ; 
C A CI 
c A] 


其 中 4 和 C 均 为 2 一 1 阶 方 阵 ,而 袜 为 (2 一 1)(m 一 1) 阶 方 阵 ， 称 为 
—X für B P. 与 三 对 角 矩 阵 一 样 ,以 醋 为 系数 夭 阵 的 线性 方 
程 组 也 可 用 形式 上 完全 一 样 的 追赶 法 求解 . 对 于 实际 问题 ,为 了 保 
证 数值 解 的 精度 ,往往 需要 取 比 较 多 的 节点 ,差分 方程 将 是 一 个 大 . 
型 的 线性 方程 组 . 但 是 ,这 个 方程 组 的 系数 矩阵 中 大 量 的 元 京都 是 
零 , 即 系数 矩阵 是 稀 朴 的 . 因此 ,采用 迭代 法 求解 比 用 直接 法 求解 
更 为 简便 

三 、 收 和 伍 性 与 误 问 估计 

定义 13.1 定 解 问题 在 节点 Cz,y)) ED UT At HEHA 
值 解 之 差 

e; = ULT: yj) — ui 

称 为 数值 解 wi 的 截断 误差 . E h= Nv h Hho Rt DUR 
EETA: y RA 20; 则 称 数值 解 收 敛 于 准确 解 , 并 称 着 分 
格式 是 收 敏 的 . 

”定理 13.3 设 边 值 问题 (13. 1) 一 (13. DHR Gn y) E DU 
夏 上 具有 四 阶 连续 偏 导数 ,在 界 点 处 数值 解 是 准确 的 ， 则 差分 格式 
《13.9) 给 出 的 数值 解 的 截断 误差 满 足 
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le MM EM GRADA Guy) € Das 


E+ r 是 DUT 的 外 接 圆 S 的 半径 ,而 


M "n Pu Fu | 
" = "we 7. ET 
A puri (az |^ layt]? 
Fu Itu 
M, = max| | — 一 一 
* pUr\ |oz*| ' |9y: 


证 由 (13.3) 和 (13.4) 式 知 ,截断 误差 efe 


(13.12) 


L(e;)—R;— RETCLICGIS 2 1 pgn) ; Gy € DA. 


12° ar “12 dy 
因此 | 

LG) I EM hith), Gi yp € D,. 
à DJT KAHA S 的 圆心 为 (zoyyo), 令 


v Gr y) AS MTM — Gi 1 — Gy yF], (z; p ES, 


则 oles 038 E 
aytub M hiti), DES: 
因此 
LoD =- EMH, Gy) ED 


从 而 
| LG; | — LG. (xr; yj € D. 


由 此 得 到 


于 是 ,由 定理 13. 1 及 vgz0f85] c 


L(+es~—v)=+L(e;)—L(v)0, (zr; y; € D. 


max(— £;j — v) < max( 士 €;; — v) X max lel. 
L [4 D, 


又 因为 
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maxv(r,y) = LM, (at T ADrn, 
5s 48 


所 以 
max |e;;| S maxle;| + LM, h 十 AD, (13. 13) 
D, D, 48 
此 外 ,对 于 x; € D; 


1 
ej; 一 CREE RA 十 hilgo) x Rijs 


RH EED QED. 注意 到 边界 节点 处 数值 解 是 准确 的 , 即 ee 一 
0， 而 


|R,] < ÈMA, 
因此 
1 5s 
—max |e;|-4-—M;, EED, 
TE 2 D, 2 
£ii . 
la EAN 
jmax|e;]-t 5 Mihi, EED, 
PREEN 


max |e;| < 2 (13. 14) 
: Mjhi, E€D, 


综合 人 13. 1325 03. 14) 式 得 


[er le;l -IMA , EED, 
1 


1 


a8 Me (hi 十 ADr. 


mix lei] <x Mhi + 
max Jey} < Mihi + Mh + AD". 
1 


从 而 误差 估计 式 (13. 12) 成 立 . 证 毕 . 
由 定理 13. 3 可 知 , 当 边界 节点 处 数值 解 准 确 时 ,对 Do 了 UT 中 
每 一 个 节点 , 当 睛 ~0 时 都 有 eyj 一 0, 因 此 差分 格式 是 收 伍 的 . 
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上 面 得 到 的 误差 估计 式 (13. 12) 称 为 先 验 估计 . 它 从 理论 上 保 
证 了 差分 格式 的 收敛 性 . 实际 计算 时 ,常用 如 下 的 事后 估计 方法 . 

M uP ,a8 分 别 表示 以 有 和 hos aM AARE Ee SER 
£8 3 Gr, y; ib ee 的 近似值 , 则 它们 的 截断 误差 分 别 为 


P a M 2 
ei = uz y) — ui 2 ch’, 


ei 2 一 


ux; y) 一 ug c e. 


RF h= NATAS. 因此 
3 


uD o uf ae Sot av geo, 
h/2 A 
(uha — uh), 


可 用 此 式 选 择 步 长 ,使 数值 解 的 误差 满足 精度 要 求 . 
四 ,一 般 二 阶 椭圆 型 方程 第 三 边 值 问 题 的 差分 格式 
二 阶 椭 加 型 方程 第 三 边 值 问题 的 一 般 形式 为 


Ou Fu Ju Ju u 
aas 3y) 54 ar tad ay e (c,y)€D (13.15) 


(2-0) = (13.16) 
其 中 局 基 zy 平面 上 以 分 段 光 滑 曲 线 古 为 边界 的 有 界 区 域 ,a、5、 
cde, f og fbi EL BEC , H a0,570,e:0,oz20. 将 求解 区 
BD METRE IA ARKAIA hF hz 在 正则 内 点 (zyy) 处 ,对 
二 阶 篇 导数 258 和 3 攻 仍 按 前 面 介绍 的 方法 离散 化 , 对 - RH RR 
用 数值 微分 公式 

d = ulay) —Wu CE sy) + OCAhD, 
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gu Cr, Y; 
x 一 gi, n Gode! = ur, Yj—1)] — Oi) 


离散 化 . 最 终 得 到 差分 方程 


1 
LasGoso Duy aco gibson m Zui tj 5? 
1 


Haeo Gs oi o Egg dii Qin tien 

joue Wans3ED. (13. 17) 
其 中 Aij» Dija Cdi eijs Ju TE TH RV. 
函数 在 点 (zi,y;) 处 的 值 . 差分 方 
程 (13.17) 的 截断 误差 为 
* R; = Ohè). 

对 非 正则 内 点 《xi,3)) ,借助 

边界 条 件 建立 方程 .如 图 13-5, 过 


点 (xisy;) 作 边界 r 的 法 线 QP. 
id k= [QE | A" = |GQ|. EX 
ĝu 1 


ðn 


EE E — ug). p 
利用 线性 插值 得 
ug 一 g H uo + h" ug). 


于 是 得 到 
1 


A hi Hh? 
(13. 18) 


(03. 178103. 18) 式 构成 逼近 定 解 问 题 (13.15) 一 (13.16) 的 
差分 格式 . 


(ui; — JCh uo + hug) d CP) = OP. 
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813.2. 抛物 型 方程 的 差分 解法 


本 节 首先 以 一 维 热传导 方程 的 混合 问题 


Qu _ oz Ou 
=a 0«zr«h 0<t<T 


u(x,.0) = glr), OKTA (13.19) 
u(0,£) = p), ut) = 0), Ox EET 
为 例 ,讨论 抛物 型 方程 定 解 问题 的 差分 解法 ,然后 介绍 解 二 维 热 传 
导 方程 定 解 问 题 的 交替 方向 格式 ， 
一 ,古典 差分 格式 的 构成 
对 定 解 问题 (13.19) 的 求解 区 域 
D= (x, 0r l OLET} 


作 手 形 网 格 剂 分 ,网 格 线 取 为 
x= xj = jh, 
j= 0l," 
t= i = Nn, 
n-20,L N, ” 


RPR- RASAS =i 
称 为 时 间 步 长 . 位 于 网 格 线 t, 
| 7 上 的 节点 
图 13-6 xj). j—0,01..J. 
称 为 第 n 层 节点 ,如 图 13-6. 
下 面 介 绍 几 种 简单 的 差分 格式 ,它们 统称 为 古典 差分 格式 ， 
l. 最 简 显 格式 
”将 数值 微分 公式 
uCzjisto)》 
at 


Ln 7 uG) 
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Lo ROG pE (IM MEDE 


2 a "' 
T 
Puri) e L ulajn sta) — 2u rj t,9-F ux; t2) 
2 Pulst, 
E Tata, E Gi; xj) 


RA SE PE IRLER C13. 190 09 7r PP Ge t. 4b 7I EON 


EIC = u(x;,1,)) 
一 dra! Curia st.) Xu 2ur;,t,) + uix; s) 十 Ras 


其 中 


Ns 2 
Ra = z — 12  23z' Or ER, 


KERT JEU uP RE ulr ,得 到 差分 方程 
l Qf? — yu )— ha Cuy — 2u Hu )=0, 
j715,2,",J—1. (13. 20) 
记 z 一 产 2:, 称 之 为 网 格 比 , 则 (13. 20) 式 又 可 写 为 
uft =ru - (1—202ufP" ruf, 
j212,-,—1. (13. 21) 
Fr 9528 2 SOSA C.H PERSE Gne 5 CRAS 
三 个 节点 Cx i425 《Zi 和 (Zi 如 + 处 u 的 近似 值 ,如 图 13-7 
所 示 . 
由 定 解 问题 (13. 19) 的 初始 条 件 和 边界 条 件 得 
u =p, j=0, lss, (13. 22) 
uo” = fns u$ = Hins n—0,1.*,N, (13. 23) 
其 中 9,77 qr) s Hin py GL) » ps = us Ct). 
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(3. 22) 式 给 出 了 第 0 层 上 各 
T ARAB u 的 值 a0 lon 
J 了 . 在 此 基础 上 ,利用 最 简 显 格式 
(13. 21) 可 求 得 第 1 层 上 的 值 
u$ ,j—1,2,4 —1. 由 此 再 利 
用 二 1 的 (13. 23) 式 ,又 可 利用 | GrP i d ua 
最 简 显 格式 (13. 21) 求 得 第 2 层 上 | 
LE uP Lj 1,2, 7 J — 1. 如 此 
一 层 一 层 地 计算 下 去 ,最 终 求 出 
全 部 节点 上 的 数值 解 9” 
当 n 固定 时 ,差分 格式 (13. 21) 可 表示 为 
uj? = (1 — ru 十 ruf? + rfn 


wD — rui? -- C2) 4r ruf? 


13-7 


ue = ru, + O — ruf, 十 Pan 


此 方程 组 右 端 的 系数 矩阵 是 a — 180 85 f EE 


1—2r r 
r pe2r- 这 
A= 
r l-—2r r 
r 1— 2r 
车 再 令 u P = (ul? a u$, 


g" = {rp sO Dorn, 
p= (ga qi 393327. 
则 由 (13. 212.13. 22/81 (13. 23) 式 组 成 的 方程 组 可 写成 
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iD 一 Gn en = BED N R 
" Au" +g n = 0,1 1 (13.24) 
u? = o 
2. SERIA 
BUR OR SS RC AR M D iR UL D 
Ser LC.) ulit) 
FuLL; Ma) 
pintei, pE 《zi | ff》 
则 得 又 一 差分 方程 
Lup- u7?) 一 Bau 一 2uf" 十 uf?,) = Q. 
它 又 可 写 为 


一 7 十 (1 十 2738 一 12 人 = ut, 


了 = 1:2," d "et l. C13. 25) 


354^ Jr BE (13. 25) 的 截断 误 t 


差 仍然 是 OCr ADD. 它 所 联 
系 的 四 个 节点 如 图 13-8 所 
示 . 利用 初始 条 件 (13. 22), 
xi fd 03.2322 80 26 43 9f 
E (13. 250 tb, n] dz c 增加 的 
方向 逐 层 求 出 定 解 问题 


! 
Gr, 42. Crit) Grat) 


(13. 19) 的 数值 解 . 它 与 最 简 
品格 式 的 区 别 在 于 , 当 已 知 第 RAD u HARB n+ IRM ui 
时 ,必须 解 包含 一 1 个 未 知 数 的 线性 方程 组 


G+ 2 apt — ruf? = uf? 十 ra 


m rait? 十 (1 十 2r)u tj P ER ruft — ush 


pa rugt 十 ü 十 2r)uy^, +l) — u$. 十 THa) 
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因此 ,差分 格式 (13. 25) 称 为 最 简 隐 格式 . 令 
1 十 2r —r 


=r 1 十 2r c 


—r 142r 
则 (513. 252, (103. 22) 和 (13. 23) 式 在 一 起 组 成 线性 方程 组 


But?” =u + +t n-0,l,- ,N—1 
1 z . (13.26) 
u o 
3. 六 点 对 称 格式 
由 数值 微分 公式 知 
Epb) Laulaa) — AuGrjtz lg) + ulat) 
2 g% iy à 2 
+4 Hd z 32 7. € Gta: 
2 . 
PME eL — B Cu Gris (au) 2u Gr;st,41) 十 ux itu 


EPI Ful; stat) 
12 Jx É 
代入 定 解 问题 (13. 19) 的 方程 中 得 


Bul Ejtan) 一 4u rj 1,3) H uGrj,z,) 


e, E (rj-15Tj-1). 


= Fra Cu Gr sg s stai) 一 2uCrj.t,41) 十 ux; asta) 


+O hk). (13.27) 
另 一 方面 , ,由 数值 微分 公式 又 知 
Mtd lc- ur.) 十 4u Gr; 1,43) ad 3u Cr,,t,)) 
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| * PulTj y, r 

| s Pepe TPE rst)» 
z E 

Et) S lua) — ub) + uas 

- lg gu HG) 

12 94^ 7 


代入 定 解 问题 (13. 19) 的 方程 中 得 


一 uCrj taa) 十 Au Gat) — Sut) 


Y ECT; ETERA 


= FTA Gira ta) eek 2u (Xj ,st,) 十 ur; 064) 


+O + hè). (13. 28) 
(13. 27) 55 (13. 28) 两 式 相 加 , 略 去 余 顶 ,并 以 uf RE u(x;,z,) 得 
差分 方程 
—ruj OH +r uD — ru tn 
=ru 20 ru" rufo jm102,;74—1. (13. 29) 
RARI OQ-AD. 比 最 j, | 
简 显 格式 和 最 简 隐 格式 截断 误 


| | 

E: 的 阶 有 所 提 m. 3x 分 方程 TUM Gr, tapi) Geister? 
(13. 29) 涉 及 到 六 个 节点 ,如 图 

13-9. 因此 , 称 其 为 六 点 对 称 格 


x. Gi») Gri) Crypt) 
差分 方程 (13. 29) 与 初始 i : i 

3k fF C13. 220 ,边界 条 件 (13. 

23) 一 起 组 成 一 个 线性 方程 组 . 13-9 

其 矩阵 形式 为 | 
(E4- B)u"*? — (E-- A)u ^? 4- g^*P 4g, 

n—0,1,,N—] ， (13. 30) 

uO =p 
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其 中 五 是 /一 1 阶 单位 矩阵 ,而 其 余 符 寻 意 义 如 前 所 这， 
以 上 给 出 的 三 种 古典 着 分 格式 (13. 24),(13, 26) 和 (13. 300 可 
AERA HER. 
Tti ET perta n—0,1.-.N—1 
la" =p | 
HL déco pep d ar RT ORIS) E)ER EE H 和 向 量 产 ". 对 于 最 简 显 格 
R.H=A, f" =g". ALTARIS IL BO m Boum, 
o AAIR H= (EBEA), f" = (E+B) i 
g” Dyg" ?, 
二 ,其 分 格式 的 稳定 性 
形 如 (13. 31) 的 差分 格式 ,求解 是 逐 宕 进行 的 , 前 一 层 数值 解 
的 误差 必然 影响 后 面 各 层 的 计算 结果 , 因此 ,研究 误差 传播 的 性 质 


(13. 31) 


是 非常 必要 的 . 这 便 是 差分 格式 的 稳定 性 问题 . 


为 了 讨论 简便 ,假定 边界 值 的 计算 是 准确 的 . 设 在 初始 层 引 入 
误差 向 量 
oO 一 (61,01? , m (4,09, y. 
用 
qe = quin un $t AT n -—0, dev 
表示 当初 始 居 有 误差 8 中 时 ,由 (13. 31) 式 得 到 的 解 , 即 OREA 
程 
lo em n-—0,1,**,N—1 
(13. 32) 
aO — ppi 
iu (13. 322 E E 2/77 53 (13. 31) 的 解 a 238 3: 87 B 
óc — go — u, a-]1,2,--.N. 
它 是 由 6 引起 的 (13. 31) 解 的 误差 . 由 (13. 3 40 013. 32) 式 得 
到 ,62 满足 方程 
+tD = He", n=0, l, ,N — ]. 
由 此 可 推 得 
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OU = HÈ, 2 n =1,2, N. 
因此 
pEr e — acd. 2e "v. 
如 果 对 任意 ndn IP Ee. BE Rb c 为 与 六 和 = 均 无 关 的 常数 , 则 
上 式 表明 误差 8 对 以 上 后 各 层 的 影响 是 有 限 的 . 特别 地 A RD" Es 
], 则 由 上 式 可 知 以 后 各 层 的 误差 是 逐渐 减 小 的 - 因此 ,引入 如 下 的 
EM 13.2 车 对 某 种 差分 格式 和 C0" 上 的 某 种 范 数 |, 存 在 
与 步 长 h 和 7 都 无 关 的 常数 c, 使 得 
lo | « cló?l, m-—1,2.-,N. 
则 称 这 种 差分 格式 是 稳定 的 . l 
由 以 上 的 讨论 可 以 得 到 如 下 结论 ， 
定理 13.4 ”差分 格式 (13. 31) 稳 定 的 充分 必要 条 件 是 存在 与 
hh 和 7 都 无 关 的 常数 <, 使 得 | 
|| xe. m-1052.N, (13. 33) 
HPH EERE H 的 与 从-: 中 某 种 向 量 范 数 相 容 的 方 阵 范 数 . 
定理 13.5 差分 格式 (13. 31) 稳 定 的 必要 条 件 是 存在 与 产 和 
z 都 无 关 的 常数 o, 使 得 互 的 谱 半 径 满足 
PH) « 1 + or. (13. 34) 
证 若 差 分 格式 (13, 31) 是 稳定 的 ,由 定理 13.4, 存 在 与 和 
r 都 无 关 的 常数 c, 使 得 
lE x6, n—1052;7.N. 
由 此 得 到 
p'GI) = ear) xc. 
特别 地 , 取 n 满足 
: T—r 1 


Xn x. 
T WM E E. 


[N 


则 有 
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eC HO Sie — elw /T-0) 
e Inc. 1 
= . 二 : 
1 十 z xz 于 | 去 二 3 Tox ler 
其 中 
Inc Sg O03 
"T-s s 
此 处 TE 7T) 为 常数 . IE. 


在 某 些 特殊 情况 下 ,条 件 (13. 34) 也 是 充分 的 . 

定理 :13.6 若 互 为 正规 矩阵 , 则 条 件 (13. 34) 是 差分 格式 
(13. 31 稳定 的 充分 条 件 . 

证 若 五 为 正规 矩阵 ， ni n 也 是 正规 矩阵 . 由 习题 三 第 28 
E X 03. 34) 式 得 

I.E Il; — o" CD Oo For) x on" "xe. 
从 而 | 
I^], < e** 

根据 定理 13. 4, 差 分 格式 (13. 31) 是 稳定 的 . 证 些 ， 

现在 讨论 前 面 介绍 的 三 种 古典 差分 格式 的 稳定 性 . 

定理 13.7 最 简 显 格式 (13. 24? 当 上 且 仅 当 r 祥 于 时 是 稳定 的 . 


证 ”对 于 最 简 显 格式 (13. 24), 恕 =4 是 正规 矩阵 . 可 以 求 得 
A 的 特征 值 为 (参见 [157) 


ipe irsini, j=l .Th 
3 rcir, 

>41- 2sint P — l; 7 一 1 2，… vv 一 1. 
因此 ,对 一 切 ”都 有 


ant lll — o C «1. 
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根据 定理 13. 4, St (E E 453 (13. 24) 是 稳定 的 . 当 r0 — PW. REJ 
充分 大 , 即 步 长 充分 小 ,就 可 使 得 


rsin? (OL T Dt S Dr 
p 
由 此 得 到 
14 | = |1 — drsin’ Jg 2» ]. 
而 d . 
因此 ,不 会 存在 与 h 和 和 7 都 无 关 的 常数 c, 使 得 对 一 切 n RA 
lA" ||; ic. 

根据 定理 13 4, 最 简 显 格式 (13. 24) 是 不 稳定 的 . 证 毕 . 


定理 13.8 最 简 隐 格式 (13. 26) 和 六 点 对 称 格式 (13, 30) 对 
任何 >>0 都 是 稳定 的 , 即 为 无 条 件 稳 定 的 . 

证 ”对 于 最 简 隐 格式 (13. 26), H =B RERE. 因为 将 
XS Ee 4 中 的 + 换 成 一 r 便 得 到 矩阵 BLUE RE B 的 特征 值 为 


A V Arsin 5, 了 
从 而 五 的 特征 值 为 
1 


Aj—Huj TTA ; 1,2.--,J—1. 
于 是 ,对 于 任意 0 0481 B CHO «1. 根据 定理 13. 6, 差 分 格式 
(13. 26) 是 稳定 的 . 
对 于 六 点 对 称 格式 (13. 30), 五 = (EE 十 8)-1(E 十 A). PR E 
T BU EA 都 是 实 对 称 和 矩阵 ,所 以 H 也 是 实 对称 和 矩阵 ,从 而 是 
EMERE, H 的 特征 值 为 


2 一 4rsin? 闻 
QQ j71,2,--,J—]1. 
2-FArsin'77 
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9p Ws oe SE rz 08 tg 


pd. 
AR dE ER 13. 6 3E 4r Fo (13.30 E Sog IH. 证 毕 . 


三 .差分 格式 的 收敛 性 
差分 格式 的 收敛 性 ,如 定义 13. 1 所 述 ; 指 的 是 对 求解 区 域 DD 
内 任意 国定 的 节点 (x;,1.), 当 步 长 有 ->0 和 -x0H%* 线 源 误 着 
En SULE, sin u A, 


差分 格式 的 收敛 性 与 稳定 性 有 善 密切 联系 . 为 了 揭示 这 种 联系 , 先 


介绍 差分 格式 相 容 性 概念 . . 
定义 13.3 fp &A—0H c--08 2:4 SNL ABT 2E 
RaQ, 


WWERZEA HS AUS Ah R EL ERAE A SC EUR B 
按 定义 ,前 面 给 出 的 几 种 古典 差分 格式 都 具有 相 容 性 ， 
下 面 给 出 一 个 关于 差分 格式 收敛 性 的 定理 ,其 证 明 可 参阅 文 
B C202. 
定理 13.9. QURX AO EG OS. 30 HUBS WMA, He Ek M. 
则 它 的 解 收敛 于 定 解 问题 (13. 190 I] REL BE 3E IHR SR AC. 
根据 定理 13.7,13.8 和 13.9, 最 简 显 格式 (13. 240 ,最 简 隐 格式 
(13. 26) 和 六 点 对 称 格式 (13. 30) 都 是 收敛 的 ， 
\ 二 维 热传导 方程 的 交替 方向 格式 
考虑 二 维 热传导 方程 的 定 解 问题 
ce 25 ， OLI Oy OCT 
t leo plr, y) OSTIS., Ox ym, . 
ul a yt), u | eer m hn. OKY, OLAT 
-o u |y cr. OKISA OEST 
(13. 35) 
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肥 时 间 步 长 为 zyx FIA y 方 问 的 空间 步 长 为 站 iu 
H= nT,  n-—U0.l0.0 m iH 
T 


x= jh, J=0, 1 sd c 


yi khs k=, lse K= 


SJ, k= 0，1，… K 


rjv ya so » j= 0,l.-- 


称 为 第 n 层 节点 . 解 在 该 节点 的 值 utzivysst) 的 近似 值 记 为 ze 
依照 一 维 情况 的 作法 ,可 建立 求 定 解 问题 (13. 35) 数 值 解 的 显 


1 a? 
Pi d — ug) = ji an 一 Ruj + uas 


+ uiro 一 Zuj F u-n) 
uj = py . 04.30 
us = Orsta) M 
u$ = rst), VR — WC Ejsta) 

2 的 次 序 逐 层 求 


当初 值 和 边界 条 件 给 定 后 ,可 以 按照 n=1,2, 
解 . 显 格 式 (13. 36) 的 截断 误差 为 O(r 十 召 ) ,稳定 性 条 件 是 


A = mit) 


T 
dE 


一 般 m 维 热 传导 方程 显 格式 的 稳定 性 条 件 为 
po— je x 2 x is 
因此 , 维 数 越 高 要 求 时 间 步 长 = 越 小 ,计算 工作 量 也 就 越 大 


求解 定 解 问题 (13. 35) 的 隐 格 式 为 
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ín} (n? 
Lug —ug )-— i ufu — Zu 十 uoi 
十 uto mm 2u + Ua) 
13. 37) 
up — ea» ( 
(n) n2) 


up = My to uA = pu st) 


UR = LE jtn dU = vsu) 


其 截断 误差 仍 为 O CE AO. 它 是 无 条 件 稳 定 的 .求解 (13, 37? 时 ， 
每 计算 一 层 的 数值 解 都 需要 解 一 个 五 对 角 线 性 方程 组 . 
下 面 介绍 交替 方向 格式 , 它 综合 了 显 格式 求解 简便 , 隐 格 式 无 
条 件 稳定 的 优点 . 
引进 过 渡 层 
Gryetua i). J 0,1 sd k=0,1,.…,K. 


首先 在 过 滤 层 上 构造 显 格式 (13. 36) Hans n ERE 


化 :然后 在 过 渡 层 上 构造 隐 格 式 (13. 37), 此 时 对 23 , nl 


上 离散 化 ， 将 两 个 格式 联 立 得 到 
2 


l 
Gri Gr) 


É (od D wy c — +t ) 
LUE un = MA Zug fus 5 
Tuo uR Hui- n) 
(13. 38) 
Z (QD (n i Lb q*, Hip Gg i cp 
OR CHR ?一 = a veo. Q7) Tu, S 


cuv) — ugt dr ue) 
差分 格式 (13.38}) 称 为 P-RCPeaceman-Rackíord ) K 3X. 它 是 无 条 ， 
件 稳定 的 ,其 截断 误差 为 OCT 十 大 ). MA P-R 格式 解 定 解 何 题 
(13. 35) 时 ,每 层 计 算 包含 两 个 过 程 . 首先 ,对 每 个 确定 的 有 ,& 一 1， 

…, 民 一 1, 应 用 (13. 38 HERR Hut P jm 1,2, L 
REOR 1 个 三 对 角 方 程 组 . 其 次 ,对 每 一 个 确定 的 17 一 1， 
2,…:7 一 1 应 用 (13. 38) 的 第 二 式 求 出 uk &—1, 2. ,K —1. 
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这 又 需要 解 v 一 1 个 三 对 角 方 程 组 . 因此 ,P-R EARRA REN 
向 格式 . 


$13.3 双 曲 型 方程 的 差分 解法 


本 节 以 引 振 动 方程 带 第 一 类 边界 条 件 的 混合 问题 


Zi at PA + fn, O-cr«44 0o«cucT 


ulo = Hr) Eje m. Ore] TID 
ujas = A) «|o 40. OsixT 
2g 88 ,介绍 双 曲 型 方程 混合 问题 的 差分 解法 . 
一 ,三 层 显 格式 
”依照 一 维 热 传导 方程 定 解 问题 的 处 理 方法 ,对 求解 区 域 做 和 盾 
形 网 格 齐 分 . 在 第 nn 层 内 节点 Czjs,i) 处 ,利用 数值 微分 公式 


gt TTA 
zn L Culata) Duy) rrt, 
] PULT Ya) 
~pe Mph, 9, € Coa sti) 
和 
2 i? R 
E à bt Ga st) — 2u rj L0 uz 2 
1 at (È; tn) 
př SE EE CT Tt1) 
可 建立 差分 方程 


1 


证 
€13. 40) 
其 中 六 一 Aniot). 记 r 一 于, 称 之 为 网 格 比 , 差分 格式 (13. 400 X. 


可 写 为 
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2 =k z 
ue rium 420 rat eru uE n S j. 


| (13. 4D 
t 这 是 一 个 显 格式 , 它 涉及 
| APA Gn 62 RU P 38 SE 23, In 
TES 图 13-10 所 示 . 这 些 点 分 布 在 第 
o uu mI DU IT EE 
: | Wr 差分 格式 (13. 41) 称 为 三 层 显 
aoar 格式 . 它 的 截断 误差 为 O4r 十 
zs o k). 

A i 利用 三 层 显 格式 求解 时 ， 
图 13-10 也 是 逐 层 进行 的 ,此 时 必须 首 
先知 道 初始 层 和 第 一 层 的 值 . 初始 层 的 值 可 由 初始 条 件 直接 得 到 
uf Xr). jm Ole. (13. 42) 

第 一 层 的 值 需 借助 于 初始 条 件 

Er 
简单 的 方法 是 用 数值 微分 公式 
ulr ,to) 


LG aG; 457) +O) 


得 到 

u? = plr) + cj). je 0.0). (13.43) 
差分 方程 (13. 41) 对 微分 方程 的 通 近 误差 为 OC 十 用) ,而 (13.43) 
式 的 通 近 误差 为 DO(r) ,这 将 使 总 的 逼近 效果 低 于 Or +H. 为 了 
使 两 者 的 特 近 精度 相 适 应 ,可 以 采用 如 下 方法 . 由 

du Cz; £4) 

at 

得 差分 方程 


E o; (uleh) — uGrpt 02 +O) 


l qui us )》 一 gix). 


2r 
262 


这 里 又 引出 一 个 新 的 未 知 量 uj 77. A p EE SERE uj, AA 8—0 
时 的 差分 方程 (13. 40) 得 到 

uj wie rs 十 20 一 pr 3)uf? 十 riu But 一 uj 5 路 TË jo 
将 以 上 两 式 联 立 消去 ui Us 得 
up eG aO re yer 9G; rjr HF Lr. 

(13, 44) 

WX B EGER EA O). 

在 计算 过 程 中 ,边界 土 节点 的 值 可 利用 边界 条 件 直接 得 到 

uj? = AD = pln) n = 0,1, N. 

三 层 显 格式 稳定 性 条 件 是 网 格 比 rl. 

二 .三 层 隐 格式 

将 数值 微分 公式 


Jur; t, ) 
Sar T h? lt, alati) Em 2u Cr; t,41) 


十 ur, sei) 十 OCR?) 


和 
d ICT ul) — 22(zr 
T ouGri a 46422 HO) 
代入 插值 公式 
pe) 加 i (m DEM Facti!) + OC?) 
得 到 
Surat) jig Gs te) 一 2u(zjt,42 F ue a tuu) 


ax? | 
F Ulja sba) 一 2u (r,s toi) Tour; pt, 二 Q(T? 4- Rk’). 


将 此 式 及 数值 微分 公 
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Purto T esas) u (ajta) aut +O) 


代入 问题 (13. 39) 的 微分 方程 , 略 去 余 项 ,用 wj” 代替 uzj;,t,) ,得 
到 差分 方程 


D (uf** 1) —2uj?-Fut-7?) 


H n z E: 
—2L;4 (uj? — 2u f tD -Euft 1? - Puit! — 2uf* Dutti HE. 


2h? 

将 网 格 比 一 天 代入 上 式 ,并 整理 得 到 

ruft? — 20 T r uft? 十 21 

—— rus! 20 d ruf? — putri? — Auf? d 2r f. 

(13. 45) 

XE — Bot A eot Hos m IB s CRUSH O8 OG 
h*) ,初始 条 件 和 边界 条 件 的 使 用 与 三 层 显 格式 相同 . 可 以 证 明 , 三 
层 隐 格式 (13. 45) 是 无 条 件 稳定 的 . 而 且 是 收敛 的 (参见 [2077- 


$13.4 有 限 元 方法 


前 面 几 节 介绍 的 差分 方法 是 直接 对 方程 及 定 解 条 件 离散 化 ， 
把 求解 定 解 问题 转化 为 求解 线性 代数 方程 组 . 本 节 介 绍 的 有 限 元 
方法 是 在 变 分 原理 基础 上 进行 离散 化 处 理 , 而 导致 求解 线性 代数 
”方程 组 的 . 有 限 元 方法 是 古典 变 分 法 与 分 块 多 项 式 插值 相 结 合 
产物 . 对 于 那些 物理 性 态 、 几 何 形状 比较 复杂 的 定 解 问 题 , 有 限 元 
方法 具有 灵活 ,方便 等 优点 .有限 元 方法 已 成 为 工程 技术 人 员 广 泛 
使 用 的 一 种 方法 . 本 节 仅 以 椭 贺 型 方程 边 值 问题 为 例 , 介 绍 有 限 元 
方法 的 基本 思想 和 解 题 途径 . 

一 、 变 分 原理 

设 刀 是 zy 平面 上 的 有 界 区 域 , 其 边界 是 由 分 段 光滑 的 互 不 
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相交 的 曲线 rA TER. 2 RM EE 
-£o a5 3,0 3. 35) -u—f, (x,€D . 


ulr =? l ; (13. 46) 


(Pate), =Y 


其 中 p,q;f geo p BRECAR H PO 70. 02208 
fiz, y) 0:2 D EXAM jar, y) 20. 


iE 
= {uju € CD, ul 7 9). 
ck ü € 9 (E TR ER 
dyes IC EE 4: (2) + gu? — 2fu Jdzdy 
D 


+ f (wu? — 29u)ds 
达到 在 € bBJME.BIDK uc. B 
JD) 一 minJ Qo. (13. 47) 


这 样 的 问题 称 为 与 边 值 问题 (13. 46) 相 应 的 变 分 问题 ,5 称 为 变 分 
问题 (13. 470 P4 f. 
E: uo € 4€ 2€ COD HAE 705, 0. 
ICa) = J (Gu, + 09), 
其 中 ac R, l 


I(a) = Ju) + e f zt ge | a + qf )dxdy 


du, 9 gu, 2 l 
de 2a | (» DaM pM i qu 一 f5)àzdy 


+ «| wrds -+ 2a| (Ceu, — q0ds. 
P T 
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:由 此 得 到 


To= JG = 区 十 " 2 2 quj) — fg )dzdy 


十 ?| (wu, — d75ds. (13. 48) 
2 


于 是 
J Ga, 十 29) — J Ga) 


2 2 
maro ve [OR a] tardi 
D 


va 
十 ef wr ds, 


EHIE, 25 [o | ÆA hha (0)? 是 泛 函 改变 量 J Co a) 一 J (uo) 的 
e 线性 主 部 . 类 似 于 函数 的 微分 , 称 a1 COE RS J GO E 加 处 的 变 
分 , 记 为 87(uo), 即 | | 
. SJ (us) —eI'(0) . 
边 值 问题 (13. 46) 与 变 分 问题 (13. 47) 有 如 下 等 价 关系 . 
定理 13.10 EK 是 变 分 问题 (13.47) 的 解 当 且 仅 当 立 是 
边 值 问题 (13. 46) 的 解 . 
证 buco 是 变 分 问题 (13.47) 的 解 ,7EC*(D) 且 满足 7|r 


T(ta)=J üt) 


当 a=0 时 取 极 小 值 ,因此 有 
òd (u) —aI'C0) —0 
由 (13. 48) 式 得 


Iü 3 aa 
8J()- ic = 2 Ep 2 2 + qü? — fy )dzdy 


b ur (wi 一 pds . 


[o2 2e 


x I Eg- z1) + AG 5| Jazdy | 
J ]C x^ = |^ a Jrdzdy . (13. 49) 
利用 Green 公式 ， ,并 注意 到 7|r, 一 0, 有 
Jale n le aa) Jazdy 
- [5$ P dy 一 E 
- NI (13. 50) 
于 是 得 到 
OJ (T) = jc PES P3- 
2| ICE g ends . 
""—— 
i ced = DEAE —f=0, (zy) ED 


— Z| o E) + qt — fJandzdy 


dy 
(o2 十 ow ?). =0 
这 表明 去 是 边 值 问题 (13 46) 的 解 . 
反之 ,着 E 是 边 值 问题 (13. 46) 的 解 . 对 任意 u € 27, i7 


—u—i. 显然 JE CO» 115,0. FÆ, 
JD = J+ 7) 


-r + [olt e uf ern 
oz 
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Ju Ay Ju 2379 DA 
+(e Pma P yoy — fj )dzd»- 


Ji f. ozd + 2f Cou — pryds . 
IRI (Q3. 49938 (243. 50) 式 得 


1e9- 48) + [t GE +a) + qt Jazdy 


m 2J- Zl» Z|- i^ a + qü — f Jydzdy 
+ AG SE + wñ — p )yds + | oras ; 


因为 和 满足 (13. 46) 的 方程 和 边界 条 件 , 所 以 上 式 第 三 ,四 两 项 等 
TZ. 又 因为 PURI ATLE SOLEA, 所 以 上 式 第 二 、 
五 两 项 积分 非 负 .因此 ' 
J Qu) ze J (a). 
这 表明 去 是 变 分 问题 (13.47) 的 解 ， 证 毕 ， 
根据 上 述 定理 ,可 以 将 边 值 问题 (13. 46) 转 化 为 变 分 问题 (13. 
47) 去 求解 . 依据 定理 的 证 明 , HEESNMGS 47) 的 解 ,第 三 类 
边界 条 件 


(om tm), — 
是 自然 满足 的 ,无 需 作为 定 解 条 件 列 出 . 而 第 一 类 边界 条 件 


u lr, = p | 
则 不 然 ,是 强加 给 泛 函 .7(z? 上 的 约束 条 件 , 称 为 强加 边界 条 件 ,在 
求解 时 必须 加 以 考虑 ， 
二 .区 域 剖 分 


为 了 把 变 分 问题 离散 化 ,对 求解 区 域 忆 进行 网 格 齐 分 . 最 简 
单 是 最 常用 的 剂 分 方法 是 进行 三 角形 齐 分 . EERE SNORE 
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近 求 解 区 域 的 边界 有 ,形成 一 

个 内 接 多 边 形 . 然后 将 内 接 多 

DERSE- RAE AUD tr 

图 13211 所 示 . 每 个 三 角形 区 域 

称 为 一 个 面 单元 . 设 面 单元 集 

合 为 Dish 表示 诸 三 角形 之 边 

医 的 最 大 值 . 道 近 的 折线 上 

的 直线 段 称 为 线 单元 . 线 单元 “二 
合 记 为 TD. TE AJ u) 


13-11 


可 近似 地 表示 为 
Ju) 7s fo fa (13. 51) 
S€ D, LET, f 
其 中 
t [el] o me Jiris soo 
s QU | d : 
L= | cow — 2908s. . (03.53) 
下 面 分 别 讨论 曾 单 元 上 的 积分 去 和 线 单元 上 的 积分 I. 
三 , 面 单元 分 析 
Wins 三 个 项 点 按 逆 时 针 
绒 序 依次 编号 为 i,j,&( 如 图 13-12 所 P s 


示 }), 其 坐标 分 别 为 Q rsy). 
Qil y Qu Ga v0. lEtR IB BA 
wlr, y) as 十 By 十 ys Cr. y2€ S, 
使 其 满足 

[eee a 


u;—u(r;, y) = asr; tH Psy; + Ys . 
Hy u(r (M = asm sy -tys 13-12 
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根据 Cramer 法 则 ,得 到 


ay = gx eun, 十 agus; d- aus) 
Bs — ga; o 十 bus F biur) ， 


Ys = gA Cit + C;u ; -+ Calig ) 
其 中 
a&i = Yj — Yis Qj 5 Yk — Yis Ap = Yi Yp» 
bi = x, — 0, bj = Ti — Tis bi = Ij gs 


Ci 5 E Yk TY C; — LY; — XiYis 0a 77 Liyj — TYis 


Ti y; 1 
A= $de|z » 1|- 三 角形 RA 的 面积 
k Y 1 
TE MERK ww(z,y) 可 表 为 


wCGr.y) = Au; + Au, + Au. (æy) € S. 
Rp d E 


k= NOE + biy T e) 

p= NC Hby dep. 

À; = AE +H hy +c) 
不 难 验证 , 基 函 数 具有 如 下 性 质 ， 


1 À; "Ej = $ 
( ) Cr, y 1 E [i 
A7-AÀ,4- A4 — 1 f 
(2) 4 x — rjÀ; 4- x;À;d- xjÀ, ; (13. 54) 


y vit yj Ait y) 


270 


(3) EEG y MZH 
ES 各 顶点 (如 图 13-13), 则 


x y 1 
À = gy det z; y; 1 
Te y. 1 
_ 三 角形 QQQ, 的 面积 
三 角形 QQQ 的 面积 
(13. 55) 图 13-13 
|^ * 7] sam ooo, 的 面积 
Aj 2A det k y 1 三 角形 QQQ, ay B (13. 56) 
k l 
^" * l] -AEQQQIER 
—laeirn y 1|2 ZAF QQ HII 
= vy ]1l 
由 (13. 54) 得 到 


= (Xx; 一 TA 十 (z; NE TJA, + Ta 


(13. 58) 


y — C, YDA d Gy; — y); H yi 
它 可 视 为 由 变量 (4,) 到 变量 (zx,y) 的 线性 变换 , 它 是 由 (zt,y) 到 
CA ADI] X TE RE dS (13. 55) 和 (13. 56) 的 道 变 换 . 在 变换 (13. 55)， 
(13.56) 下 , xy 平面 上 的 三 角形 区 域 S 变 成 44; 平面 上 的 三 角形 


图 13—15 


IX BY OAB, I, E 13-14. 事实 上 ,由 (13. 550 3,0: A1. 对 给 定 的 
A € [0.15 YE REDE S 中 ,满足 (13. 55) 的 点 外 的 全 体 组 成 平行 十 
QQ: 的 线段 P Pa 如 图 13-15. 不 难看 出 ,在 此 线段 上 家 rose SO. 
— AO. 因此 ,xy 平面 上 的 区 域 $S 在 Xi 平面 目的 繁 为 三 角形 
OAB. 
IHER 1 dhL EN AFERO. 58) 得 到 
F A: A? dzdy 


Dr ,.v) 


= faf dua — à | 


724 daf 2X — 4 — ipta, 
40 [0 


FER 2, 二 (1- 一 4)z, 并 利用 Euler 积分 公式 
De a min! 
ja UMSO do D 
得 到 
osx didy 


Š 


il 
» 
t> 


H 1 , 
J a AXI — AVT vU] — 1)^dt 
0 o 


da'l] | 
smo9A. LL, tl 
a eae a 
2A 44M! AUS T ADI 
50r G5 DIG T-5GTAGT21! 


ET nis fios TUS 


现在 考察 积分 (13. 52.TES LH Cry uGesyo BELT 


E JÀ; 8A; JÀ 
Z (b mg, 4. * : 


=u 
DT 4 
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= L de 十 au, d ata), 


24s 

所 以 

IE id "dedi 一 gn T au; + a)? [| por onda. 

| dt! H n 
IE ELA ERG p(xr,y) 的 积分 可 用 数值 积分 方法 计算 . 最 简单 
的 方法 是 将 pan ES 上 视 为 常数 poH p Æ pyp ES E 
某 一 点 的 值 . 于 是 近似 地 有 l 

IE 3 | dady = UiK;,4U;, (13. 60) 


其 中 
Qjd; Ail 
U; = aj; a 
HQ; Cy, 
同 理 ,近似 地 有 
Jw)? e 
D ze daya URU (13. 61) 
S5 
其 中 
bb, bb, bb, 
kes &v bb; " 
b bib; bib. 
由 于 
w? — (yu; 十 Ag 十 Àu) 
所 以 : 


| aw'dady = Joa: -+ Aju 十 Au drdy. 


Æ S Ega WARE go AA (13. 59) 式 可 计算 出 上 式 积分 为 
ewrazay - UIKSUs. (18. 62) 
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其 中 


2 1 1 
Ks = p f 2 | 
1 1 2 
和 间 祥 地 ,在 S$ 上 把 了 视 为 常数 六. 利用 (13. 59) 式 可 得 
5 
其 中 
1] 
MAT i 
F; "dem £ f i 
L 
将 (13. 60)~ (13. 63) 式 代入 (13. 52 ,得 到 
I, mE UTKU; PI 2FiU,;, (13. 64) 
其 中 


K; = Ks + Ks: F Ks 

BEIER. Ks 和 Fs 分 别称 为 3 上 的 单元 刚度 矩阵 和 单元 载 
荷 向 量 . 

四 、 线 单元 分 析 

设 线 单 元 也 两 端点 分 别 为 (zy 和 (zym) :村 应 的 函数 值 
为 ww 和 ws, 工 之 长 为 1, 作 线性 插值 活 数 . 

| wlr, y) pats fts» Cryd E L, 
H F thE E PR 
Ho 一 


i 
/ee RIP VE ue c d 
Pn = F N Gc — En) H Gr Yad. 


XE L EXE ERO e 和 g 分 别 视 为 常数 wr, 和 d. JEFTH wr yy) 
近似 aCxz,y)，, 则 不 难 求 得 
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(i= VG — x GG»). 


HE | (arw? m 2dno) ds 
L 
= È Coon entim + patta)? — Dp eas + pa Ms 


一 eS, F ouQu, H ui) — dulGn, F u). (13. 65) 


记 
exi l 1 Un 
«= esL e-i 
则 (13. 65) 式 可 写成 
I, = ULKU — 2F;U,, (13. 66) 
其 中 Ki 和 产 :分 别称 为 工 上 的 单元 刚度 矩阵 和 单元 载荷 向 基 . 
五 .总 体 合成 与 基本 方程 组 


综合 (13, 6420 (13. 660 48 SV 7 2] J (wu) 的 近似 表达 式 
J(u)-— 2. (UIK,U, 一 2FíUS) 


SED, 


+ $ (ULKU, — 2FIU, (13. 67) 


给 区 域 DD 上 诸 面 单元 的 全 部 顶点 编号 ;1,2,… ,No,No 为 面 单 
元 顶点 的 总 数 . 给 D 内 的 全 部 面 单元 编号 :1,2,… NUN ER 
元 的 总 个 数 . 给 也 上 的 全 部 线 单元 编号 1,2,…,N,,N; 为 线 单元 的 
总 个 数 , 为 了 与 前 面 用 过 的 符号 相 一 致 ,我 们 将 用 S 既 表 示 一 个 
面 单元 ,又 表示 这 个 面 单元 的 编号 ,因此 S — 1.2. NS H LA 
表示 一 个 线 单元 ,又 表示 这 个 线 单元 的 编号 ,因此 L— 1.2.7, 
N;. 
设 面 单元 $ d —T 17 87S Jj. 引进 矩阵 Ps 二 (p,,) EE 
R* M, Ps PR p= pu— panl Zi RERE EE. 设 线 单 元 
工 的 两 个 质点 编号 为 m,n. BERE P= (p) ER, P, 中 除 
P a 其 余 元 素 皆 为 零 . Ps 和 Pi 称 为 选择 矩阵 , 记 
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H4 E Cat TTE * 


则 有 
上 


了 于是,(13.67) 式 可 写成 


JG) = ZU PIRSPSU — 2FIP,U) 
2 


Ns 
a >OP] KP U - 2FIP,U). 
D=; 
若 记 
N, Ny 
K = 2,PKGDP; 十 PJPIKP,, 
5= L=) 
N, N; , 
F=! (rtp FP; + FTP 
ŁL--] 
3E 9] FCR HRR ipee LE pb ZI dar n] d LU] (13. 67055 X BT EO 
Jiu) = U*KU — 2FU, (13. 68) 


TE, Jtu1l 被 简化 为 jt2""" sun 的 一 iX HC 其 极 小 值 是 线 
性 方程 组 
ZUKU = 2FTU) = 0, 1 = 1 2， 《13. 69) 


Rp 
2 KU = F (13. 70) 

的 解 . 通常 称 (13. 70) 为 基本 方程 组 . 解 此 方程 组 便 求 得 使 jw) 取 
极 小 值 的 辣 数 Cr,y) 在 节点 处 的 近似 值 . 这 也 就 是 边 值 间 题 (13. 
46) 的 解 ztz 3) 在 节点 处 的 近似 值 . 

可 以 证 明 , 按 上 述 方法 求 得 的 数值 解 其 截 电 误差 为 Oth); 当 
hh 一 0 时 数值 解 收 证 于 准确 解 (参见 [207). 

综合 以 上 讨论 ,用 有 限 元 方法 解 定 解 问 题 (13. 46) 的 步骤 如 
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(OD pO IIAR.XPTRSE Uam AEE Ep: 

CD TERCER HE HE 022 o EE nr i s 

(3) FJ S GR HP HE RE e Je ct D RRE [9] Bt Je $11 E 7r fal 

CO 解 共 本 方程 组 , 求 出 数值 解 ， 

信 得 指 出 的 是 ,强加 边界 条 件 

ulr = 

给 出 了 边 录 线 DEK u (& Maia. os dz T DES HE Eu 
t^ EJE C5 XII. 因此 ,在 (13. 69) 式 中 不 应 含有 对 这 些 节点 处 的 u, 
求 导 ,. 基 本 方程 组 (13.70) 实 际 荆 达 不 到 NW, 阶 . 

例 13.2 用 有 限 元 方法 解 边 值 问题 

和 


1 or 3y’ 
i ou 
ur =0, 25157 9: 


AP DELO.0.(0.0.(,.20 BEI — f8JE XX. D ne. 
TAERU 
KE HUNG 


700 — [C22] - [S8] — suJdzay. 


EC bg 4 Ro pH E 15- 
16 所 示 , 各 单元 的 面积 A, = 2， 
r= 1,2,3,4. 

首先 计算 各 面 单元 的 刚度 
XE PES B A [5] RE. 

在 S, 上 ,刚度 矩阵 为 


4 —2 er) 
K, = E 5 o 

-2 —3 5l» 
(D (2) (3) 


此 处 矩阵 下 方 及 右 方 的 标号 指明 Ks, TIEK IER HI REE Pep dg 


BL. 载荷 向 其 为 
Ha) 
13(3) 


其 中 向 量 右 方 的 标号 指明 F 中 分 量 在 总 体 载荷 向 量 中 的 位 轻 . 
在 5S; 上 ,刚度 矩阵 
| QUE I 
x, - d-: 5 -so 
cur = 5 sy 
(2) 04) c) 
11 (2) 
载荷 向量 T aD. 
14) 
在 S, E. RIEKE RAR jg [83 Ei 7 EDS 


5 —2 —3](2) 
k=l- 4 m 
monere cx 
(22 ©) (3) 


1] 2) 
PS hl . 
14 (3) 


4E S, E, IREE PEA So fag [6] EA 


4 一 2 一 2143) 


278 


1] (3) 
zn (5) . 
14 €6) 
因为 «0,49 0, p EL Gg PRSE E B RE AE Ps 5j do 16] ae 
4 3I 4 58-88 DER 5E f] 
A ÉL x8, i i gd HE A fr ipe dr [6] ko 8p SR GEILE SLE 
扩充 为 6 阶 矩阵 ,每 个 单元 载荷 向 量 扩充 为 6 维 向 量 , 然 后 求 和 , 即 


SEERA 
4 —2 —2 0 0 0] 0.000 0 0 
一 2 5 —3000 0.4 0 —2 —2 0 
= 1[—8 —8 5 00 iq0- 0 0 0 0o 0 
民 一 一 十 二 
8 | 0 0 0 000 8l0—20 5 —3 0 
0 0 9 000 0 —2 0 —3 5 0 
0 0 0 0001 0 0 0 0 0 0 
lo 0000 00 000 0] 
:0 5 —30—20 00 000 0 
10:3 5 0 —20| 1|00 4 0 —2 —2 
Te d 
810 o 000 0 8l00 000 0 
o =a eo a o 00 一 20 5 —3 
00 0 0 0 0 00—20 —3 5| 


d 
910 —2 0 5 —3 0 
0 —4 —4 —3 14 —3 
0 0 —2 0 —3 5 
总 体 载 荷 向 量 为 


i 0 ro [o E 

1 1 1 0 3 

1 0 1 1 i3 
E= 21 | 二 2| | 十 2| | 二 2| |=: 2| 

0 1 0 0 1 

0 1 1 1 3 

0| 0 io L1 b i 


代入 基本 方程 组 (13.70). 因 为 wa 和 zs 都 是 已 知 的 ,所 以 方程 组 
中 第 4.5,6 个 方程 不 存在 :只 有 前 三 个 方程 . 再 注意 到 nom us mus 
一 2 —6 314. 


人 ,得 到 方程 组 
"p om 
zb 
4 3 
解 此 方程 组 得 到 数值 解 
u, = 13.3333, ug = u; = 9.3338. 

与 莹 分 方法 比较 ,有 限 元 方法 对 求解 区 域 的 训 分 灵活 性 大 , 节 
点 的 疲 窒 可 以 不 均匀 ,这 是 差分 方法 很 难 做 到 的 , 此外, 有限 元 方 
法 处 理 自然 边界 条 件 

(bat) 下 

只 需 计 算 症 ,上线 单元 的 刚度 矩阵 及 载荷 向 其 ,并 把 它们 累加 到 总 
tk BU RE FRE ron] Bk E. 而 差分 方法 处 理 这 类 边界 条 件 却 很 晓 
M. 出 于 有 限 元 方法 具有 这 些 优 点 ,在 微分 方程 .边界 条 件 和 求解 
区 域 比 较 复 杂 的 问题 中 ,有 限 元 方法 得 到 了 广泛 的 应 用 . 

这 里 仪 针 对 边 信和 问题 (13.46) 给 出 了 有 限 元 方法 . 冉 有 限 元 方 
法 解 其 它 边 值 问 题 ,首先 必须 导出 等 价 的 变 分 问题 ,对 求解 区 域 选 
择 适 当 的 剖 分 方法 . 嫩 三 角形 齐 分 ,四 边 形 放 分 等 ,确定 适当 的 撒 
值 清 数 和 积分 的 计算 方法 . 碍 推出 单元 刚度 矩阵 及 载荷 向 绰 的 计 
HAR. 详细 的 讨论 请 参看 文献 [26] 和 [C272， 
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4 xj AE 
一 2 4 一 6 


3 Ed + 二 


1 5 HA TE E T R A A 
ET 2-0, (0,50€ D 
ape lem ey 
的 其 分 方程 ,其 中 区 域 Dm (Cr 30 1| Cr 3H. Gy 4X4 1, ROGER h =h 
eu l 
2. 用 五 点 变形 格式 解 边 值 问题 


Fu Fu : e ys 
fa gy 9 Our 4,082 ys 3 


i yy), | * 
| om | 
PE ™sin FE 于 | 一介 


取 步 长 hil. 
5. 用 五 点 萎 形 格式 解 边 值 问题 


Be ds trye D 
" du 
Aon), 


EHET AKH Diler ho lAr yL AMR E hih; 
2 


X 
4. 写 出 用 最 简 显 格式 解 定 解 癌 题 
du — (Cu 32u) — TL " 
ER | ee nd 


u| sr r), Ox 
ulesna De ejem, t0 
的 差分 格式 . 
5. 用 最 简 显 格式 解 定 解 问 是 
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ðu Fu - : 
v mew Qr <1. > 
Bt 3r” ] T 
u|.eca(d—24), Or] 
ti | remu |- 50, {220 


Et 10. 2,70. 11, 计算 中 4 一 1,2 层 的 数值 解 . 


6. Or 


Ju Fu x. 
c? as T Occ]. £250 


"EI aSr) Er 


u|..-4&x].-i—0, t20, 


取 步 长 4 一 0.2,r=0. 2 二 1,2,3 层 的 数值 解 . 


7. 用 有 限 元 方法 解 边 值 
eife 12u2 —18x» 2, (CI,y)ED 
ar? ay? 


du 
(3t) 7o 
RB D-(GuD|0zx«l10ycpD.DPÀ» DER. f xp Dro 
两 个 三 角形 . 
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附录 一 Jal) (一 0,1,2,…,5) 的 正 零点 
pu? G=] 2e ,9) 的 近似 值 


7. 588 
11. 065 
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附录 二 Fourier PHH Laplace WA 


— Fourier 变换 


fuel e s 一 -一 一 一 一 一 一 A 
1 | f(r} Fio) 
2 MC Gio F Go) 
3 | fF") (iw F Cw) 
4 | fr) F(o-a) | 


5 1: Exo 6rospidr 


henra xir 


6 17/G2- eR 


7 | 8Cr 


| 
8 | 单位 函数 ulr) 


9 lulr)e "27-0 
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Fí Go) F (o0 , Hir Fito E fio v d C 


-— 
" 


—— * E m" & = X 


NS a 
12 | uCGrisinax IET 
Uc 6 
, iw 
13  uCre)cosar EEST 
a“ — w 
I4 | cosar n[GCc--a0 tHe t a2] 
15 | sina. iT 二 ci 一 人 tw -aj 
]D wt pt 
16 | 7—-e e ^4 
v 2rd 
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Z Laplace 变换 


fa» FG» 
PE) CPT AIOE tio): 


2 9 二 fon 0) 


3 | eyfa F(p) 

4 [rex zn 

E | Ju -r) e F) 
€ | efu) FCp— po) 


FíGOFGO KB F.GOd& OBI EA 
" : 
i 


[^ CD fstt—rdr 


9) 


u(z) 
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17 Pia . 
(Pa +k 
Ta 十 1) 


i (bay 


19 


a-—b 


2 Cp—a)ip h) 


e'"—e" (qp) 


B — a? 


(H Fa?) (pb!) 


Tos l. 
— sinat 一 一 -Si 
a b 


22 


A t PEERS, 
Cosat — cosbt Hap 


2x Gran (HEB 


1 


V1] 


24 | Lt) 


Jv £ ) 
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$ m dX | 2 B | 
27 | —L—ccos2v kt ——— e ? 
Vx t "m 
] n» ] «4 
28 ——sin2v ki Let 
Lar jn 
E AE i : n 


GR0) 


29 erfel | Fi 


31 


| erfé Y at) 


32 


e'eríÍct y t ) 


(Rea > 一 


l.Cat) 


RERA erfíiy)= 


erficc}=] 
y! ra 


PN PIRE: aNME di 
Vd ESTERI: 
` 2 SN 
fk iR 2S IR ER erff(y —1—erf(0— e ‘di 
=l 


x d 


| 


erf(y) 一 -Z5 te 
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附录 三 习题 答案 


习 m t 
1. L, Cr) —0. 83333r* — 39. 166672! 4-681. 66667 工 -一 5198. 33333x 
-- 14860. 00000 
3.(12 e **a20. 869534, |R, CO. 14) | CO. 000362; 
(2) e *?250. 794549, |R;(O. 23) | €30. 000096. 


4. (Dir =L GO) 4t Ge 60 yi — Cr— 80 y. 
foe LG) 0 — G7 12321 


(2) free La Gr) =- Cor 7-8) Cr— 10) y; — 2Cr- 6) Cr -—- 10094 PUE 
(r—82y). : 
fadats) m 3 UG — 12) Ge 142 7 2G — 10) Gr cdd 
100 G —125yd 
(G2 f Geom Loic Cz —-6)07— 8 Cc— 10231 7 3€x— D Gr - 8) (— 
10)y; — 3€£x —4) Gr— 60 Ce— 10) yi Ce — 49 Gr 60 Cr 8) 3, 


f G2 LG) m ds C- Gi 10) G7 12 Gi 14) i 4-378) (i12) 


(zr—14)y,—3CGr— 807—100 Cr— 140 yi + Cr- 8) (z — 100 (m 
一 12)y62。 

S. 140. 

7. f(75.54)22, 80234, f(81.12)23. 26835. 

9. f(0.05)2«1. 05126, f(0. 65)2«1. 91555, 

10. Hla) = — 3a?-- 13z7 — 17-9, f(1.22—2. 136. 

11. Hs (r) — 156. 2564, 81 — 319. 6) (x — 5. 2)! Cz — 5. 4Y*-- 6259. 0— x) Cc 
— 5. 0X Cr —5. 4)* d- 156. 25(265. 64 — 48. 6) Cz 5. 0)? (ac 
5. 22*, f(5. 12224. 0015525. 


12. p(T) m at 22 nig !—724-1. 
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E 5. B z€ [0.1.0. 2] 
13. 00 SCx)— . 
|—1100z34-6703*—]106z--7.2  zC[0.2,0.3] 


BET L 1* z€ [0.1.0.2] 
(25 $4 r)— : i HM i 
3 34.1 2,2197 = 'n ， 
i? 4 1* 十 240 工 十 400 r€[0.2,0.3] 
J3 Hm A 
L D AT LAT Acl. SÉ 
(22 由 一 一 -， + 二 上 6 ; XI 3T2 6 ;2IK 
3 5 15 
m g=-2 „al 9 
G) A—- B 2:5 z X 


2. (1) T,— 0. 26853, 5,— 0. 27220; 
(2) T,-7:1. 88570, S$; = 1. 88506; 
(3) T,—2.98136, $,— 2. 92545. 

3. (1) 0.27220; (2) 0.6576699. 


I fg) i” fe | i [5 
5. (D ze 3 一 2 £j E Tid T2 £) , de 一 1 十 可 v 


pida 
A Pn 
(2 r= E] s- 106], zy 二 [s+ 6] a EN M 
i41 3 14 3 2 dv 106 
| 9 
由 ;一 二 一 
“4YV106 


. (1) 1.462270, (2) 10. 948405. 
. C1) 0.781891, (2) 0. 199984. 

. (D 1.382033, (2) 3. 977322. 

EO. 0)1— —0.247, f'G. 1)=—0. 217, f'(1. 42 — —0. 148. 
10. f*€0. 50) — —0.5, /"(0.52)— —0.5, f"(0.55)2 —6. 6. 


«a © N 路 
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(D 


(2) 
— 0. 50000 
— 0. 58338 
G) 
(2) 
0) 


1. 72755 


2. 74295 


4. 09418 


0. 09142 


0. 14125 


9. 20725 


0. 29254 


— 0. 64410 


— 0, 68994 


. 48597 
1. 55253 
1. 61648 


1. 67818 


5. 82921 


7.93601 
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(i2 i Ta 


1 95.1 0. 83174 0. 60696 
9. 0. 70678 ù. 61594 


0. 63592 


h, : 
Ye yt KK +K EK, 


sT XQ E (L, + 2L.4- 2144- L4) t 


i 


K. = Byt T2, 


z 
Vu 


Ja vZ Xl T MT 


f 
| 
| 
| 
| 
| 


Lus 8G, EK UH TG, TED, 


L.— Cr. aie ys (o Ëk, lz t va Js 


K, AR ovK +L), 


! hp. 
| Iam rt BY en ERD GER LO 


E Ry, r AKD TG, hka), 
Lem Go CR)! t Gu HAK, Gs thLa). 
7. | Yu-- 177 Ya lhz,, 


—- 


Za = E, Vy 


Yn-1 eG TK; "! 


Zrt! =n tt (ha +tL,) + 
i 
n qLIO 
| sal AL, - 
(L= —sit(Cy,-7-AK,). 
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m 


, (1) (25y,477 650 —0. 1657) y, di cp 0. 4n, Gi 1,2. 7. 92, 
—S»áy —y;—0.4. 
Yi 
(2) (QU 20.52 4-25) y, 477 (2n? 0. 5a - 50) y, 
HSH aa 77 1. 2n—3. (n=1,2,3,4), 
8. 5yo lOy F2. Sy; L, 
ss 一 2. 


习 题 十 


. OD SON EIL; 


ena 


(2) 34 x^» GEL y-- ORT EE DOR R 4 ace ORE AT XX HD C24 nz 
H vom AU FE Lo xy 一 0 时 为 抛物 型 . 
COD 当天 <0H 为 双 曲 型 ，vey = "EC. (63D Wue — uut zig 
当 工 =-0 时 为 抛物 型 ,a 一 0D; 
当 工 >0 时 为 椭圆 型 ，vuee tim t ap =Q, 
(2) 在 二 ,四 象限 内 为 双 曲 型 ， 


ws -|- Hf» Ue — M, a id E Uy ee, 
"RU ICE "Ec quo T OR c Ute yr Dm 


aeo qi 


PES 
39^ j 
在 “上 畏 或 y 轴 上 为 抛物 型 , 

(3) 在 x MR y Sh EO HEU 


TE E den 25 o e ou 


us -E Has 十 dps pur. 
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Ure Hw TU nx 十 过 二 0. 
8. tt hn, a us. 
9. wa Nu, a3 — D. 
[es u= R uy OS ar d, £90 
10. due ulea = 0, E0 


ik D, tlis vi. Om 
0-9, cr t0 


ull.lsmcoquk,u..rqub. rum 


ujn pir), 0 x«l. 
uie. s LT y JEN 
12. 


iu |. ur y= FL üh o= 0, ul.-s aer 


(o9 uS. We 
13.4 r* dr d re rising ajo sind 3 ) 十 rini EGET -ftr.0,g) 
ul... = gR p). 


f sa? KEPER NOT LTKT Ly ys. tO 
14d tlanin TTE = 0, t20 


en u; en 二 pT Ys OLELE Os ys. 


习题 十 一 


l. n) BE 之 pen DA Dt in LE- Dr Do 
2. ulr =e (PIT sin gs. : 
3. 0D) «Gu = I -4 2 I icosbateos 2ka 
(2) ulz.) = 4 = E > GS pe x cos e Ds, 
4. OD ulz.) = > oes Se at 
< cos £27 z Ds, 
€2) ulr,t) = S esl Nu in ESL 


2—] 
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< 


peg] 


OD aC) 


. (1) g(r;t)= iic 


x MART - Dar 

其 中 asif Eas 
E Cn Ane PNE d 
NIC 240 ( ) cos ^7, 


d DAS 
f gCc)cos yoe "m 
其 中 Cn = MP LEO hn E ter — EH BS UE TR. 
| cos’! Tp dx 
€ 


s 885 x3 1 Qk — inary. (2& — Dom /— 
eOOD ulz.) = Sa 2 zrl Cs Jsin 7 Pn 


AEN 27 sin Sm tcos dna | sin 
3ra | 3xa — 2l | M 


ames 
2: * 


(2) uCr,£) = 


Gjuka = åo a 


VN ， . aR 
2 be "sinB,tsin T 
m-1 


nna 


其 中 b | pensin ® dz ,p= [5 j MES 


(2) T Y 二 一 e 3 SEL 
fo uO ms +EP) l 
À a. ij ALBO 

2a 


E 5: [acc rn QCTAYB). s mma. "mrs 


er anat nn S o 
(2) ules) = a i X. FACE EE, 
Ehe m S cos LM 
(2) m n 区 pound sin C24 — Lis. 
10. &(z,5) = tey ES E ze et in B - Dx 


11. u(p,0) 一 E sin %59, 


B 
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13. 


. uCr. bas Ty es 9 


2a 


* 


17 


uCp,9) — EXT. Ls 255 p! -Hath Ca 


RB og -fren do 


25e t 


Ca! 3-5) p? 1co529. 


14. O13) 2r 0 — A l- eosa) -+ S sin'a p, (cos) 
54 PES M 
t 74 cosa sin pz(osODr* + 7, 
(2) uir) = Arcosg Figs Co WIER E uu. 
NT Jle) c 
18. fix) 一 22 fi (2a, j^ (9? 
e sho — 2)J 
Ro. ài a 
I caseo i SE due acc e 
pij R 
m- T gif, pn R | 
; NES i. apt, Lm 
iB. u(r,t) 一 - -> 22 T gpg e R Jc R r). 
习题 十 二 
X. 2 
C) wz) 一 十 中 一 和 十 cos3 di 
p . Nr 3 a 1 ] 2 
(2) ux, yl "ES -= Tp renit tat- y. 
2. COD ir- lE cz M lacratl T M. u Ge y) coszcosat, 
x : Tm l 
M ir- ati S Hired HS ux, y) cos Grat). 


MD xal IH |z rati «M | ur. y) qpeos Great) z 


当 拉 = ad irat = 


(2) u Gr. y) singcosat Tac ia ^t 
, ukr t) = plr at 


. uest) = tsin1. 
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2 时 utT+y) = 0; 


243 


-sinzsinaz£,  £-—- 


&l- 
a 


CrxO). 


[S4] 


. ur) E 


EE 1 —cos.ccosat) . E 
a a 
aA a UN a 
l | 2A (cose. Z) ih C * 
5. ulr.) = 
UM i 
7. (L) u Cr ey sz d= H- Ba? P 


(20 u Gr» yi ma r+ 30 b a*r Cur d- y. 


xo[' 

9. CL) sw (ey) pz | ee rir zdr; 
(2) ulr) =b e dioses n e dy): 
(3) u last) =] 0e singar — eS  n4nz; 
(OD uG y) y xy d. 

AD, m * 

12.a «7 cose, Gy gs ERR IEE os. 


习 题 十 三 
2. u(1.12221. 0834, 4(2,1) 0. 7404, u(3,1)220. 4168, 
«C1,2) 220, 8862. &(2,2) 220. A6I6, 4C3, 2) 220. 2196. 
3. 内 节点 处 uu 
| uP mut? —0, ui? ma 0. 04, uf —us 0. 04 
wf? - ui? — 0, uf? uj? — 0.26, uf! uit - 0.16. 
. uU uU —0. 6188. ui? — ui? —0. 9991. 
ui? — u$! —0, 4113, ui? — u$! — 0.6678. 


u —u[? — 0. 0480, uf? — ut? — 0.0800 


c 


em 


7 有 两 个 预 点 处 ww 一 党 , 别 两 个 顶点 处 s d 
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